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NguyÔn V¨n H÷u - V−¬ng Qu©n Hoµng iii

Lêi më ®Çu
To¸n häc Tµi chÝnh (Financial Mathematics) lµ mét lÜnh vùc rÊt míi

mÎ, ®−îc t¨ng c−êng nghiªn cøu vµ øng dông trong kho¶ng 30 n¨m gÇn
®©y. ë n−íc ta ngµnh To¸n häc Tµi chÝnh míi chÝnh thøc ®−îc më ra
c¸ch ®©y ba n¨m ë Khoa To¸n Kinh tÕ, tr−êng §¹i häc Kinh tÕ Quèc d©n
vµ ®−îc giíi tµi chÝnh rÊt quan t©m. Trong vßng 5, 7 n¨m gÇn ®©y ngµnh
To¸n häc Tµi chÝnh ®· thu hót ®−îc sù chó ý cña nh÷ng ng−êi lµm To¸n
øng dông vµ ®· h×nh thµnh mét sè nhãm nghiªn cøu vÒ To¸n Tµi chÝnh
ë §¹i häc Khoa häc tù nhiªn, §HQGHN, ViÖn To¸n häc, §¹i häc Kinh
tÕ Quèc d©n.

TiÕp theo cuèn s¸ch NhËp m«n To¸n häc Tµi chÝnh cña t¸c gi¶ TrÇn
Hïng Thao, cuèn s¸ch cña chóng t«i víi tùa ®Ò C¸c ph−¬ng ph¸p To¸n
häc Tµi chÝnh nh»m cung cÊp cho ®éc gi¶, nh÷ng ng−êi nghiªn cøu lý
thuyÕt vµ øng dông, c¸c sinh viªn, häc viªn cao häc vµ c¸c nghiªn cøu
sinh nh÷ng quan ®iÓm vµ c¸c ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu c¬ b¶n khi nghiªn
cøu vÒ thÞ tr−êng tµi chÝnh, mét thÞ tr−êng lu«n biÕn ®éng d−íi t¸c ®éng
cña nhiÒu yÕu tè x¸c ®Þnh vµ bÊt ®Þnh (ngÉu nhiªn).

Néi dung c¬ b¶n cña cuèn s¸ch nµy bao gåm c¸c vÊn ®Ò sau ®©y:

• M« h×nh ho¸ thÞ tr−êng tµi chÝnh víi thêi gian rêi r¹c vµ liªn tôc,
nghiªn cøu c¸c ®Æc ®iÓm cña thÞ tr−êng ®ã.

• §Þnh gi¸ c¸c ph¸i sinh chøng kho¸n trªn c¸c tµi s¶n c¬ b¶n nh− cæ
phiÕu, tr¸i phiÕu.

• Nghiªn cøu cÊu tróc cña thÞ tr−êng tr¸i phiÕu, ph−¬ng ph¸p ®Þnh
gi¸ tr¸i phiÕu dùa trªn m« h×nh vÒ l·i suÊt ng¾n h¹n, l·i suÊt tøc
thêi.

Hai c¸ch tiÕp cËn ®−îc sö dông th−êng xuyªn lµ c¸c ph−¬ng ph¸p cña
Gi¶i tÝch ngÉu nhiªn vµ c¸c ph−¬ng ph¸p nghiªn cøu cña Ph−¬ng tr×nh
®¹o hµm riªng.

Chóng t«i hy väng r»ng cuèn s¸ch nµy sÏ gióp Ých cho c¸c ®éc gi¶
muèn nghiªn cøu vµ øng dông c¸c ph−¬ng ph¸p cña To¸n häc Tµi chÝnh
khi nghiªn cøu c¸c thÞ tr−êng tµi chÝnh.
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Chóng t«i ch©n thµnh c¶m ¬n Nhµ xuÊt b¶n §¹i häc Quèc gia Hµ
Néi ®· t¹o ®iÒu kiÖn ®Ó cuèn s¸ch ®−îc ra m¾t b¹n ®äc. §Æc biÖt chóng
t«i ch©n thµnh c¶m ¬n PGS. TS. NguyÔn ThÞ Ngäc Quyªn vµ ThS. TrÇn
Minh Ngäc ®· tËn t×nh gióp ®ì chóng t«i trong viÖc söa b¶n th¶o vµ ®ãng
gãp nh÷ng ý kiÕn quý b¸u.

S¸ch ®−îc xuÊt b¶n víi sù tµi trî cña C«ng ty cæ phÇn ®èi t¸c ®Çu t−
ViÖt Nam.

C¸c t¸c gi¶
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Giíi thiÖu néi dung

1. Më ®Çu

Trong nh÷ng n¨m gÇn ®©y ngµnh tµi chÝnh ®· thùc sù trë thµnh mét
ngµnh “c«ng nghiÖp” then chèt cã t¸c dông ®iÒu chØnh vµ thóc ®Èy mäi
ho¹t ®éng cña ngµnh kinh tÕ vµ ®· trë thµnh n¬i héi tô cña c¸c ý t−ëng
xuÊt ph¸t tõ c¸c lÜnh vùc tri thøc vµ øng dông thùc tÕ kh¸c nhau. HiÖn
nay chóng ta ®ang chøng kiÕn mét sù céng t¸c chÆt chÏ gi÷a c¸c nhµ
to¸n häc, c¸c nhµ kinh tÕ vµ c¸c nhµ tµi chÝnh trong viÖc øng dông c¸c
thµnh tùu to¸n häc hiÖn ®¹i vµo viÖc nghiªn cøu c¸c m« h×nh kinh tÕ,
ph©n tÝch vµ thÊu hiÓu c¸c quy luËt chi phèi c¸c ho¹t ®éng kinh tÕ, tõ ®ã
cã nh÷ng hµnh ®éng vµ quyÕt s¸ch hîp víi quy luËt. §Æc biÖt trong 20
n¨m gÇn ®©y, c¸c ngµnh tµi chÝnh ®· thu hót sù chó ý cña c¸c nhµ to¸n
häc tµi n¨ng trong lÜnh vùc lý thuyÕt x¸c suÊt vµ ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm
riªng, nhÊt lµ sau khi c«ng tr×nh vÒ §Þnh gi¸ cña c¸c quyÒn lùa chän vµ
cam kÕt cña c¸c c«ng ty (Pricing of options and corporate liabilities) cña
Black-Scholes (1973) ®−îc c«ng bè.

ë ViÖt Nam, trong qu¸ tr×nh héi nhËp, nÒn c«ng nghiÖp tµi chÝnh ®·
cã nhiÒu thµnh tùu vµ viÖc ra ®êi cña thÞ tr−êng chøng kho¸n, mét thÞ
tr−êng cã tæ chøc víi c¸c hµng hãa cao cÊp, ®ßi hái c¸c nhµ qu¶n lý ph¶i
cã nh÷ng hiÓu biÕt s©u s¾c vÒ c¸c ho¹t ®éng, còng nh− c¸c quy luËt chi
phèi thÞ tr−êng ®ã. To¸n tµi chÝnh sÏ lµ mét c«ng cô kh«ng thÓ thiÕu
®−îc ®Ó c¸c chuyªn gia kinh tÕ vµ tµi chÝnh n¾m v÷ng ®iÒu hµnh h÷u
hiÖu mäi ho¹t ®éng cña thÞ tr−êng nµy.

C¸c phÇn tiÕp theo nh»m giíi thiÖu c¸c vÊn ®Ò c¬ b¶n nhÊt vÒ c¸c c¬
chÕ vµ ho¹t ®éng cña thÞ tr−êng tµi chÝnh cïng mét sè thµnh tùu cña
ngµnh to¸n tµi chÝnh.

2. CÊu tróc cña thÞ tr−êng tµi chÝnh

CÊu tróc c¬ b¶n cña thÞ tr−êng tµi chÝnh bao gåm c¸c bé phËn sau
®©y:



2 C¸c ph−¬ng ph¸p to¸n häc trong tµi chÝnh

1) C¸c c¸ nh©n: nh÷ng c¸ nh©n ho¹t ®éng riªng lÎ, c¸c bµ néi trî...
2) C¸c h·ng: c¸c h·ng kinh doanh, c¸c c«ng ty, c¸c liªn doanh...
3) ThÞ tr−êng c¸c chøng tõ cã gi¸ trÞ: thÞ tr−êng vèn, thÞ tr−êng tiÒn

tÖ...
4) C¸c cÊu tróc trung gian: c¸c nhµ b¨ng, c¸c ng©n hµng c«ng th−¬ng,

ng©n hµng ®Çu t−, c¸c c«ng ty b¶o hiÓm...
Bèn bé phËn ®ã liªn kÕt víi nhau theo s¬ ®å d−íi ®©y:

Nh− ®· chØ ra trong lý thuyÕt tµi chÝnh bèn bé phËn ®ã liªn kÕt chÆt chÏ
víi nhau trong ®ã thÞ tr−êng c¸c chøng tõ cã gi¸ trÞ ®ãng vai trß then
chèt. Ta h·y lµm râ h¬n ho¹t ®éng cña c¸c bé phËn nãi trªn.
• C¸c c¸ nh©n: Trong ho¹t ®éng tµi chÝnh cña hä cã mét vÊn ®Ò trung

t©m, ®ã lµ c¸c vÊn ®Ò vÒ tÝch lòy vèn vµ tiªu dïng. G¾n liÒn víi vÊn
®Ò nµy cã bµi to¸n tèi −u vÒ tiªu dïng vµ tÝch lòy (bµi to¸n vÒ ph©n bæ
®Çu t−). Dùa trªn c¸c tiªn ®Ò cña Von Neumann-Morgenstern vÒ sù ho¹t
®éng hîp lý cña c¸c c¸ nh©n trong c¸c ®iÒu kiÖn bÊt ®Þnh ng−êi ta ®· t×m
c¸ch tèt nhÊt ®Ó x¸c ®Þnh viÖc ph©n bæ vèn, x¸c ®Þnh quan hÖ gi÷a tÝch
lòy vµ tiªu dïng dùa trªn mét hµm lîi Ých (utility function).
• C¸c h·ng: §ã lµ mét tæ chøc cã ®Êt ®ai, nhµ m¸y, c«ng x−ëng vµ

c¸c lo¹i tµi s¶n cã gi¸ trÞ kh¸c nh− chî, c¸c ph¸t minh... Ho¹t ®éng cña
c¸c h·ng lµ tæ chøc, ®iÒu hµnh c¸c ho¹t ®éng s¶n xuÊt, kinh doanh ®Ó
®¹t lîi nhuËn cao nhÊt.
• C¸c cÊu tróc trung gian (cÊu tróc vÒ c¸c ph−¬ng tiÖn tµi chÝnh): §ã

lµ c¸c ng©n hµng c«ng th−¬ng, ng©n hµng tÝn dông, c¸c h·ng b¶o hiÓm...
• ThÞ tr−êng c¸c chøng tõ cã gi¸ trÞ: §ã lµ tËp hîp c¸c thÞ tr−êng cã

tæ chøc ®Ó mua b¸n, trao ®æi nh÷ng chøng tõ (c¸c hîp ®ång) ®· ®−îc tiªu
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chuÈn hãa nh−: tr¸i phiÕu (bonds), cæ phiÕu (shares, stocks), quyÒn lùa
chän (options), c¸c hîp ®ång trong t−¬ng lai (futures)... Nh− sau nµy ta
sÏ thÊy thÞ tr−êng tr¸i phiÕu vµ thÞ tr−êng c¸c quyÒn lùa chän lµ hai thÞ
tr−êng quan träng nhÊt.

Dùa trªn c¸c thÞ tr−êng nµy c¸c h·ng cã thÓ t¨ng vèn cña hä ®Ó ph¸t
triÓn s¶n xuÊt kinh doanh, c¸c c¸ nh©n cã c¬ héi vµ ph−¬ng tiÖn ®Ó ho¹t
®éng tµi chÝnh trong t−¬ng lai.

Ngoµi c¸c chøc n¨ng ho¹t ®éng cña nã, thÞ tr−êng c¸c chøng tõ cã gi¸
trÞ ®ãng mét vai trß quan träng trong viÖc cung cÊp c¸c th«ng tin vÒ gi¸
cæ phiÕu, l·i suÊt, c¸c chØ sè tµi chÝnh,... cã thÓ sö dông ®−îc trong c¸c
lÜnh vùc kinh tÕ, c¸c c¸ nh©n cã thÓ sö dông c¸c th«ng tin ®ã ®Ó thùc thi
c¸c quyÕt ®Þnh vÒ c¸c dù ¸n ®Çu t− vÒ ph−¬ng diÖn tµi chÝnh.

Ng−êi ta quan t©m ®Õn c¸c ho¹t ®éng trong thÞ tr−êng c¸c chøng tõ
cã gi¸ trÞ. V× vËy ta còng nªn t×m hiÓu vÒ c¸c lo¹i chøng tõ ®ã.

a) Tr¸i phiÕu: §ã lµ mét lo¹i hîp ®ång dµi h¹n ®−îc ph¸t hµnh bëi
chÝnh phñ, c¸c ng©n hµng, c¸c c«ng ty tÝn dông vµ c¸c thÓ chÕ tµi chÝnh
kh¸c víi môc tiªu lµ tÝch lòy vèn.

Nh− th−êng lÖ c¸c tr¸i phiÕu cã liªn quan ®Õn c¸c lo¹i chøng tõ cã
gi¸ trÞ dµi h¹n cã l·i suÊt x¸c ®Þnh hoÆc l·i suÊt thay ®æi. Mét vÝ dô vÒ
tr¸i phiÕu ®ã lµ tÝn phiÕu kho b¹c. ë c¸c n−íc ph−¬ng T©y cßn cã c¸c
lo¹i tr¸i phiÕu sau ®©y: tr¸i phiÕu kho b¹c, tr¸i phiÕu cña c¸c h·ng lín,
zero coupon bonds, coupon bonds...

b) Cæ phiÕu (share, stocks): §ã lµ mét lo¹i chøng tõ cã kú h¹n ®−îc
ph¸t hµnh bëi c¸c h·ng nh»m tÝch lòy vèn vÒ sau. Gi¸ cña mét lo¹i cæ
phiÕu ®−îc x¸c ®Þnh nh− tr¹ng th¸i hiÖn hµnh cña thÞ tr−êng vèn còng
nh− ho¹t ®éng s¶n xuÊt t−¬ng øng cña h·ng.

Ng−êi së h÷u cæ phiÕu nãi chung cã quyÒn tham gia vµo c¸c ho¹t ®éng
cña h·ng theo nguyªn t¾c “sè phiÕu bÇu = sè tiÕng nãi” vµ ®−îc h−ëng
cæ tøc (dividend).

c) QuyÒn lùa chän hoÆc hîp ®ång vÒ quyÒn lùa chän: §ã lµ mét lo¹i
chøng tõ cã gi¸ trÞ mµ ng−êi së h÷u nã cã quyÒn mua hoÆc b¸n mét tµi
s¶n nµo ®Êy (vÝ dô : cæ phÇn cña mét c«ng ty) theo c¸c ®iÒu kho¶n ®· ghi
trªn hîp ®ång.

QuyÒn lùa chän ®−îc chia lµm hai lo¹i: lo¹i ch©u ¢u vµ lo¹i ch©u Mü.
- QuyÒn lùa chän lo¹i ch©u ¢u cã thêi h¹n kÕt thóc x¸c ®Þnh.
- QuyÒn lùa chän lo¹i ch©u Mü cho phÐp ng−êi së h÷u cã quyÒn mua

hoÆc b¸n nh−ng kh«ng bÞ b¾t buéc t¹i thêi ®iÓm bÊt kú tr−íc mét thêi
h¹n nhÊt ®Þnh nµo ®Êy. HiÖn nay quyÒn lùa chän lo¹i ch©u Mü chiÕm ®a
phÇn trong c¸c lo¹i hîp ®ång vÒ quyÒn lùa chän.

CÇn l−u ý r»ng kh«ng ph¶i quyÒn lùa chän lo¹i ch©u ¢u chØ cã ë ch©u
¢u vµ lo¹i ch©u Mü chØ cã ë ch©u Mü.

H¬n n÷a mçi quyÒn lùa chän ¢u, Mü l¹i chia lµm hai lo¹i:
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- QuyÒn lùa chän mua (call option) cho phÐp ng−êi së h÷u nã mua
mét lo¹i tµi s¶n nµo ®Êy.

- QuyÒn lùa chän b¸n (put option) cho phÐp ng−êi së h÷u b¸n mét lo¹i
tµi s¶n nµo ®Êy (cæ phiÕu hoÆc tr¸i phiÕu... ).

- Warrant lµ mét lo¹i chøng tõ cã gi¸ trÞ ®−îc ph¸t hµnh bëi c¸c h·ng
vÒ mét lo¹i cæ phÇn ®Æc biÖt nµo ®Êy ®Ó thay ®æi c¸i hiÖn cã. Ng−êi së
h÷u hîp ®ång nµy cã thÓ mua mét sè c¸c tµi s¶n nµo ®Êy ®· tho¶ thuËn
tr−íc víi mét gi¸ trÞ nhÊt ®Þnh t¹i thêi ®iÓm bÊt kú tr−íc mét thêi ®iÓm
x¸c ®Þnh.

- Hîp ®ång t−¬ng lai (future) vÒ viÖc mua hoÆc b¸n mét tµi s¶n nµo
®Êy t¹i mét thêi ®iÓm nhÊt ®Þnh trong t−¬ng lai theo mét gi¸ ®· tho¶
thuËn.

- Voucher: §ã lµ ®iÒu kho¶n vÒ tiÒn tÖ cña nhµ n−íc cho phÐp ng−êi
së h÷u cã quyÒn mua mét cæ phÇn tuú ý theo quy ®Þnh cña nhµ n−íc.

3. Lý thuyÕt hiÖn ®¹i vÒ to¸n häc trong tµi chÝnh

Trong vßng 20 n¨m cuèi cña thÕ kû XX, trong khu«n khæ kinh tÕ vi
m« lý thuyÕt vÒ tµi chÝnh vµ lý thuyÕt to¸n t−¬ng øng thùc chÊt lµ tÝnh
lç l·i, gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò vÒ qu¶n lý ®Çu t− vµ t¨ng vèn.

Sau ®ã lý thuyÕt vÒ to¸n trong tµi chÝnh ph¸t triÓn theo hai h−íng:
mét h−íng víi c¸c gi¶ thiÕt vÒ c¸c ®iÒu kiÖn hoµn toµn x¸c ®Þnh, h−íng
kia vÒ c¸c ®iÒu kiÖn bÊt ®Þnh.

H−íng thø nhÊt víi c¸c c«ng tr×nh cña I. Fisher (1930), F. Modiliani,
M. Miller (1958, 1961, 1963) xÐt c¸c quyÕt s¸ch tèi −u cho c¸c c¸ nh©n
vµ cho c¸c h·ng. VÒ ph−¬ng diÖn to¸n häc hä gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n tèi
−u nhiÒu biÕn cã rµng buéc.

Theo h−íng thø hai cã c¸c c«ng tr×nh cæ ®iÓn cña H. Markowitz (1952)
giµnh cho c¸c bµi to¸n vÒ c¸c quyÕt ®Þnh ®Çu t− cña c¸c c¸ nh©n trong
c¸c ®iÒu kiÖn bÊt ®Þnh víi c¸c c«ng cô x¸c suÊt nh− ph©n tÝch trung b×nh
vµ ph−¬ng sai, ph©n tÝch t−¬ng quan (covariance) trong viÖc x¸c ®Þnh gi¸
cña c¸c cæ phiÕu liªn quan tíi møc ®é rñi ro trong ph©n bæ vèn ®Çu t−
vµ ®· ®Ò ra nguyªn lý næi tiÕng sau ®©y: ”Kh«ng m¹o hiÓm th× kh«ng cã
thu ho¹ch” nh−ng ”kh«ng nªn bá tÊt c¶ trøng vµo cïng mét rä”.

B−íc quan träng trong viÖc ph¸t triÓn cña lý thuyÕt tµi chÝnh ngÉu
nhiªn ®−îc ®¸nh dÊu bëi c¸c c«ng tr×nh cña W. Sharpe (1964) ”M« h×nh
vÒ ®Þnh gi¸ c¸c tµi s¶n vèn” trong ®ã ®· chØ râ c¸c nhµ ®Çu t− ph¶i ho¹t
®éng nh− thÕ nµo trong thÞ tr−êng ë tr¹ng th¸i c©n b»ng.

N¨m 1976 xuÊt hiÖn c¸c c«ng tr×nh cña S. Ross vÒ mèi liªn hÖ gi÷a
c¸c ®iÒu kiÖn c©n b»ng cña thÞ tr−êng vµ kh¸i niÖm vÒ c¬ lîi (hay ®é
chªnh thÞ gi¸) vµ ®· chøng tá r»ng khi thÞ tr−êng ë tr¹ng th¸i c©n b»ng
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th× kh«ng cÇn chÊp nhËn t×nh huèng c¬ lîi vÉn cã kh¶ n¨ng thu lîi mµ
kh«ng cã rñi ro.

N¨m 1973 nhê cã sù ra ®êi cña lý thuyÕt hiÖn ®¹i vµ c¸c ph−¬ng ph¸p
thùc hµnh vÒ c¸c quyÒn lùa chän rÊt næi tiÕng, ë Mü vµo n¨m ®Çu tiªn
më thÞ tr−êng chøng kho¸n (Chicago Board option exchange (CBOE) -
thÞ tr−êng chøng kho¸n bao gåm c¸c hîp ®ång vÒ quyÒn lùa chän tiªu
chuÈn) trong ngµy më ®Çu tiªn (26/4) ®· cã 911 hîp ®ång call option trªn
16 lo¹i cæ phiÕu. Trong n¨m sau hµng ngµy cã h¬n 20000 hîp ®ång. Ba
n¨m sau hµng ngµy cã 100000 hîp ®ång. N¨m 1987 hµng ngµy cã 700000
hîp ®ång trªn mçi lo¹i cæ phiÕu, nh− vËy tÝnh tæng céng hµng ngµy trªn
100 lo¹i cæ phiÕu cã 70 triÖu hîp ®ång vÒ quyÒn lùa chän mua hoÆc b¸n.

C«ng tr×nh cã tÝnh chÊt c¸ch m¹ng trong viÖc tÝnh to¸n tµi chÝnh xuÊt
hiÖn vµo n¨m 1973 chÝnh lµ c«ng tr×nh cña F. Black vµ M. Scholes vÒ tÝnh
gi¸ trÞ hîp lý cña c¸c quyÒn lùa chän (”Pricing of option and corporate
liabities”). Trong c«ng tr×nh nµy c¸c t¸c gi¶ ®· ®−a ra mét c«ng thøc næi
tiÕng (c«ng thøc Black-Scholes) ®Ó tÝnh sè tiÒn mµ ng−êi mua cÇn ph¶i
tr¶ cho ng−êi b¸n ®Ó cã quyÒn mua hoÆc b¸n mét lo¹i cæ phiÕu víi gi¸ trÞ
®Þnh tr−íc trong c¸c ®iÒu kiÖn bÊt ®Þnh, trong ®ã gi¸ cña lo¹i cæ phiÕu ®ã
tu©n theo m« h×nh khuÕch t¸n. Trong c«ng tr×nh nµy c¸c t¸c gi¶ còng
chØ ra ph−¬ng ph¸p ho¹t ®éng cña ng−êi b¸n (theo c¸c chiÕn l−îc ®¶m
b¶o tµi chÝnh (hedging strategy) ®Ó ®¶m b¶o chi tr¶ cho ng−êi mua khi
hîp ®ång ®−îc thùc hiÖn.

Sau c«ng tr×nh cña Black vµ Scholes ra ®êi ng−êi ta ®· ¸p dông réng
r·i c¸c ph−¬ng ph¸p do Black vµ Scholes nªu ra vµo c¸c ho¹t ®éng tµi
chÝnh trong thÞ tr−êng cña quyÒn lùa chän (option).

TiÕp ®ã cã mét lo¹t c«ng tr×nh vÒ tÝnh gi¸ hîp lý cña c¸c lo¹i yªu
cÇu cña c¸c lo¹i ho¹t ®éng chøng kho¸n víi nh÷ng m« h×nh ®¬n gi¶n
hoÆc phøc t¹p kh¸c nhau. §¸ng chó ý lµ c¸c c«ng tr×nh cña R. C. Merton
(1973), J. Cox, S. A. Ross, M. Rubinstein (1976, 1985), S. R. Pliska (1980,
1990), J. Cvitanic, I. Karatza (1993, 1998)...

Nhê nh÷ng ®ãng gãp cña m×nh trong lÜnh vùc to¸n tµi chÝnh M. Sc-
holes vµ R. C. Merton ®· ®−îc nhËn gi¶i th−ëng Nobel 1997.

4. M« h×nh ®éng cña gi¸ c¸c lo¹i cæ phiÕu vµ tr¸i phiÕu

Vµo 1900 trong luËn ¸n tiÕn sÜ “ThÐorie de la spÐculation” cña m×nh,
L. Bachelier ®· chØ ra r»ng sù thay ®æi cña gi¸ mçi lo¹i chøng kho¸n cã
d¹ng:

∆St = S(t+∆t)− S(t) = o(
√
∆t).
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§Õn n¨m 1923 N. Wiener ®· x©y dùng qu¸ tr×nh Wiener cã tÝnh chÊt:

E(Wt+∆t −Wt)
2 = ∆t.

Nh− vËy vÒ trung b×nh ∆Wt ≈ (
√
∆t) vµ sau ®ã Alber Einstein ®·

nhËn xÐt r»ng hiÖu qu¶ ®· ®−îc nhËn xÐt bëi Bachelier tá ra hîp lý nÕu
gi¸ trÞ St chÞu t¸c ®éng cña nh©n tè ngÉu nhiªn Wiener lµ tæng hîp cña
v« sè t¸c nh©n kinh tÕ v« cïng nhá bÐ nh− m« h×nh d−íi ®©y:

dSt = a(t)dt+ b(t)dW (t). (4.1)

N¨m 1965 P. Samuelson theo s¸ng kiÕn cña L. Savage ®· nhËn xÐt
r»ng nÕu gi¸ chøng kho¸n tu©n theo m« h×nh (4.1) th× nã cã thÓ ©m vµ
kh«ng phï hîp víi thùc tÕ. V× vËy «ng ta ®· ®Ò xuÊt m« h×nh chuyÓn
®éng Brown h×nh häc ®Ó m« t¶ ®éng häc cña gi¸:

St = S0 exp{(a−
b2

2
)t+ bWt} hoÆc

dSt

St
= adt+ bdWt. (4.2)

Khi ®ã St � 0 ∀t vµ gia sè cña ln(St) lµ mét chuyÓn ®éng Brown cã
dÞch chuyÓn. Mét vÝ dô vÒ m« h×nh (4.2) chÝnh lµ gi¸ cña tµi kho¶n ng©n
hµng B = {Bt, t � 0}:

dBt = rBtdt hoÆc Bt = B0 exp(rt), (4.3)

r lµ l·i suÊt kh«ng ®æi. §ã lµ mét tr−êng hîp ®Æc biÖt cña (4.2) víi b = 0.
§èi víi tr−êng hîp thêi gian rêi r¹c J. Cox, R. A. Ross, M. Rubinstein

®· ®−a ra m« h×nh di ®éng ngÉu nhiªn rêi r¹c ®Ó m« t¶ ®éng häc cña d·y
c¸c gi¸ chøng kho¸n:

Sn = Sn−1(1 + ρn) hoÆc Sn = S0(1 + ρ1)...(1 + ρn) (4.4)

trong ®ã {ρn} lµ d·y Bernoulli víi P{ρn = u} = p, P{ρn = d} = 1 − p,
trong ®ã u vµ d lµ c¸c gi¸ trÞ øng víi c¸c tr−êng hîp khi gi¸ chøng kho¸n
lªn (up) vµ xuèng (down).

HiÖn nay ng−êi ta ®· xÐt nhiÒu m« h×nh tæng qu¸t nh−ng phøc t¹p
h¬n nhiÒu, kÓ c¶ c¸c m« h×nh khuÕch t¸n cã b−íc nh¶y.

Mét trong c¸c m« h×nh ®¬n gi¶n thuéc lo¹i c¸c m« h×nh nãi trªn lµ
m« h×nh vÒ gi¸ cña mét tµi kho¶n ng©n hµng (bank account) víi l·i suÊt
kh«ng ®æi hoÆc thay ®æi r = {rt, 0 � t � T}. Gi¸ Bt(T ) t¹i thêi ®iÓm t
®−îc x¸c ®Þnh bëi:

Bt(T ) = exp

{
−
∫ T

t
r(s)ds

}
, BT (T ) = 1. (4.5)
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CÊu tróc gi¸ Bt(T ) phô thuéc vµo qu¸ tr×nh l·i suÊt r(t), qu¸ tr×nh
nµy th−êng ®−îc gi¶ thiÕt cã cÊu tróc khuÕch t¸n sau ®©y :

dr(t) = a(t, rt)dt+ b(t, rt)dWt. (4.6)

Mét trong c¸c qu¸ tr×nh l·i suÊt ®−îc ®−a ra bëi Vasicek (1977) chÝnh lµ
qu¸ tr×nh Ornstein-Uhlenbeck

drt = a(r − rt)dt+ bdWt, r lµ h»ng sè. (4.7)

5. Bµi to¸n ph©n bæ vèn ®Çu t− vµ tÝnh chÊt kh«ng c¬ lîi vµ tÝnh
®Çy ®ñ cña mét thÞ tr−êng chøng kho¸n

5.1 XÐt mét d·y c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn S0, S1, ...Sk, ®ã lµ c¸c qu¸ tr×nh
gi¸ cña k + 1 lo¹i chøng kho¸n kh¸c nhau øng víi luËt x¸c suÊt kh¸ch
quan P .

Ta qui −íc S0(t) lµ tµi s¶n ph¸p ®Þnh hoÆc ®−¬ng kim (numerary asset)
vµ S0(t) > 0 víi mäi t > 0 vµ S0(t) = 1. VÒ nguyªn t¾c cã thÓ coi S0 lµ
tr¸i phiÕu ba n¨m hoÆc cæ phÇn cña mét c«ng ty lín (nh− c«ng ty IBM
cña Mü), nãi chung ng−êi ta chän S0(t) nh− mét tµi s¶n kh«ng cã rñi ro
víi P−®éng häc cña nã cã d¹ng

dS0(t) = r(t)S0(t)dt, S0(0) = 1 (5.1)

vµ trong tr−êng hîp nµy cã thÓ coi S0(t) nh− mét tr¸i phiÕu kho b¹c víi
l·i suÊt lµ r(t).

§Þnh nghÜa 5.1. 1) Mét chiÕn l−îc ph©n bæ vèn ®Çu t− (CLPBV§T) lµ
mét qu¸ tr×nh vÐc t¬ dù ®o¸n ®−îc (khi biÕt tÊt c¶ c¸c th«ng tin vÒ thÞ
tr−êng cho ®Õn thêi ®iÓm t) h(t) = (h0(t), ...(hk(t)), trong ®ã hi(t) lµ sè
l−îng tµi s¶n lo¹i i mµ nhµ ®Çu t− ®ang gi÷. h(t) cßn ®−îc gäi lµ danh
môc ®Çu t− (Portfolio).

2) Qu¸ tr×nh trÞ gi¸ øng víi h lµ

V (t, h) =
k∑

i=0

hi(t)Si(t). (5.1)

3) Mét CLPBV§T h ®−îc gäi lµ chiÕn l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh
hoÆc tù tµi trî (self-financing) nÕu

dV (t, h) =

k∑

i=0

hi(t)dSi(t) hoÆc
k∑

i=0

Si(t)dhi(t) = 0, (5.2)
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tøc lµ nhµ ®Çu t− muèn t¨ng ®Çu t− cña m×nh vµo tµi s¶n nµy th× ph¶i
gi¶m ®Çu t− vµo tµi s¶n kia.

5.2 Yªu cÇu tµi chÝnh vµ ®iÒu kiÖn ®Ó cho thÞ tr−êng kh«ng cã
c¬ lîi

§Ó hiÓu râ kh¸i niÖm yªu cÇu ngÉu nhiªn cña sù ®Çu t− ta h·y xÐt
mét vÝ dô sau:

Gi¶ sö mét ng−êi muèn mua mét l−îng tr¸i phiÕu n¨m n¨m víi l·i
suÊt 12% mét n¨m ®Ó sau n¨m n¨m cã ®−îc sè vèn lµ 10 triÖu ®ång
(®ã lµ môc tiªu cÇn ®¹t ®−îc) th× ng−êi ®ã ph¶i ®Çu t− mét l−îng vèn
ban ®Çu lµ V0 = 10Tr.�(1 + 0.12)5 cßn nÕu ng−êi ®ã muèn ®Çu t− vµo
tµi s¶n S1(t) ch¼ng h¹n th× vèn ban ®Çu cÇn ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn
V0E(S1(60)) = 10Tr (®¬n vÞ thêi gian lµ th¸ng) vµ khi ®ã yªu cÇu (ngÉu
nhiªn) cña anh ta lµ V0S1(60) (®Ó ®¬n gi¶n ta gi¶ thiÕt r»ng S0(0) = 1).

§Þnh nghÜa 5.2. 1) Mét biÕn ngÉu nhiªn kh«ng ©m H ®−îc gäi lµ mét
yªu cÇu tµi chÝnh hoÆc quyÒn tµi chÝnh (contingent claim).

2) Mét chiÕn l−îc ®Çu t− h trong kho¶ng thêi gian [0, T ] ®−îc gäi lµ
chiÕn l−îc cã c¬ lîi hoÆc cã ®é chªnh thÞ gi¸ (arbitrage) nÕu nã lµ chiÕn
l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh (viÕt t¾t lµ CLS-F) vµ hµm gi¸ trÞ t−¬ng øng
víi nã cã tÝnh chÊt:

V (0) = 0, V (T ) ≥ 0, P{V (T ) > 0} > 0,

tøc lµ chiÕn l−îc kh«ng cÇn vèn ban ®Çu mµ vÉn cã thu nhËp. ChiÕn l−îc
c¬ lîi lµ chiÕn l−îc kiÕm lêi nhê chªnh lÖch gi¸.

3) NÕu m« h×nh (cßn ®−îc gäi lµ mét thÞ tr−êng) {S0, S1, ..., Sk} ®èi víi
nã kh«ng cã tån t¹i chiÕn l−îc h cã c¬ lîi ®−îc gäi lµ thÞ tr−êng kh«ng cã
c¬ lîi hoÆc thÞ tr−êng lµnh m¹nh (viable market).

Chó ý r»ng mét thÞ tr−êng cã c¬ lîi hoÆc thÞ tr−êng kh«ng lµnh m¹nh
thùc chÊt chØ lµ mét c¬ chÕ lµm tiÒn vµ thÞ tr−êng nh− thÕ kh«ng ®−îc
−a chuéng.

§Þnh nghÜa 5.3. Mét yªu cÇu H ®−îc gäi lµ yªu cÇu cã thÓ ®¹t ®−îc nÕu
tån t¹i mét CLS-F h vµ mét vèn ban ®Çu V0 sao cho hµm trÞ gi¸ t−¬ng
øng V (t, h) tho¶ ®iÒu kiÖn

V (0, h) = V0, V (T, h) = H.

Mét vÝ dô vÒ t×nh huèng cã c¬ lîi lµ: XÐt mét thÞ tr−êng gåm hai tµi
s¶n S0 vµ S1, trong ®ã S0 lµ tµi kho¶n ng©n hµng víi l·i suÊt r > 0 sau
mét ®¬n vÞ thêi gian nh− vËy S0n = (1 + r)n, n = 1, 2, . . . , N.

Cßn S1n cã ®éng häc sau: S1n = (1+ ρ1)...(1+ ρn), trong ®ã d � ρn � u,
n = 1, 2, . . . , N.
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Khi ®ã nÕu d � r ng−êi ta sÏ vay vèn ng©n hµng vµ sau ®ã ®Çu t− vµo
tµi s¶n S1, ®Õn h¹n N b¸n cæ phiÕu víi gi¸ S1N sÏ thu ®−îc mét kho¶n
lîi mµ kh«ng cÇn vèn ban ®Çu bëi v× ta lu«n cã S1N > S0N . Ng−îc l¹i
nÕu r > u ta cã S1N < S0N nªn nÕu ng−êi ta vay cæ phiÕu sau ®ã b¸n ®i
vµ göi tiÒn vµo tµi kho¶n ng©n hµng ng−êi ta sÏ thu ®−îc mét kho¶n lîi
S0N − S1N mµ kh«ng cÇn ®Õn vèn ban ®Çu.

Víi thÞ tr−êng nµy ng−êi ta cã thÓ chøng minh r»ng thÞ tr−êng ®ã lµ
lµnh m¹nh khi vµ chØ khi d < r < u.

§Þnh nghÜa 5.4. Gi¶ sö S0, S1, . . . , Sk lµ mét thÞ tr−êng lµnh m¹nh vµ H
lµ mét yªu cÇu cã thÓ ®¹t ®−îc. Khi ®ã vèn ban ®Çu tèi thiÓu V0 ®èi víi
nã cã tån t¹i mét CLS-F h sao cho V (T, h) = H ®−îc gäi lµ phÝ tæn hoÆc
gi¸ hîp lý cña yªu cÇu H, cßn CLS-F h ®−îc gäi lµ chiÕn l−îc ®¶m b¶o
yªu cÇu tµi chÝnh (hedging strategy).

C¸c bµi to¸n c¬ b¶n ®Æt ra khi nghiªn cøu thÞ tr−êng chøng kho¸n lµ:
1) Khi nµo mét thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh?
2) Khi nµo mét yªu cÇu H cã thÓ ®¹t ®−îc?
3) X¸c ®Þnh gi¸ hîp lý cña yªu cÇu H vµ chiÕn l−îc ®¶m b¶o tµi chÝnh

t−¬ng øng?
4) Khi cã nhu cÇu tiªu dïng hoÆc cã nguån vèn bæ sung h·y x¸c ®Þnh

vèn tèi thiÓu ban ®Çu V0 vµ chiÕn l−îc ®¶m b¶o tµi chÝnh vµ tiªu dïng?
Chó ý r»ng bµi to¸n 2) thùc chÊt lµ bµi to¸n khi nµo mét thÞ tr−êng

lµ ®Çy ®ñ, tøc lµ khi nµo mét yªu cÇu bÊt kú cã thÓ ®¹t ®−îc.
C¸c bµi to¸n trªn ®· ®−îc nghiªn cøu bëi nhiÒu t¸c gi¶ víi møc ®é

tæng qu¸t kh¸c nhau.

6. Bµi to¸n tÝnh gi¸ hîp lý cña quyÒn lùa chän (QLC)

§Çu tiªn ta h·y xÐt quyÒn lùa chän mua (call option). §ã lµ hîp ®ång
cho phÐp ng−êi gi÷ hîp ®ång quyÒn mua t¹i mét thêi ®iÓm x¸c ®Þnh T
trong t−¬ng lai mét lo¹i cæ phiÕu theo gi¸ K ®· ®−îc tho¶ thuËn. Gi¶
sö qu¸ tr×nh gi¸ cña cæ phiÕu ®ã lµ St, 0 � t � T . NÕu ST > K sau khi
mua cæ phiÕu t¹i thêi ®iÓm T ng−êi ta cã thÓ b¸n ngay vµ thu ®−îc mét
kho¶n ST −K. Ng−îc l¹i nÕu ST � K ng−êi ta sÏ kh«ng mua cæ phiÕu
®ã v× kh«ng thu ®−îc lîi g×. Nh− vËy lîi Ých còng lµ yªu cÇu cña ng−êi
gi÷ hîp ®ång vÒ QLC lµ

HT = max{ST −K, 0} := (ST −K)+

L. Bachelier (1900), xuÊt ph¸t tõ gi¶ thiÕt vÒ ®éng häc cña gi¸ St cã d¹ng:

St = S0 + σdWt, t � 0,
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trong ®ã (Wt)t≥0 lµ nhiÔu Wiener, ®· chøng minh r»ng gi¸ hîp lý CT cña
QLC ®−îc x¸c ®Þnh bëi CT = E(ST − K)+. B»ng mét sè tÝnh to¸n ®¬n
gi¶n ta cã

CT = (S0 −K)Φ((S0 −K)�σ
√
T ) + σ

√
Tϕ((S0 −K)�σ

√
T ), (6.1)

trong ®ã

ϕ(x) = (1�
√
2π) exp(−x2�2), Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt.

60 n¨m sau c«ng tr×nh cña L. Bachelier mét lÇn n÷a ng−êi ta l¹i quan
t©m ®Õn viÖc tÝnh gi¸ cña QLC vµ cña c¸c lo¹i chøng tõ cã gi¸ trÞ kh¸c.

S. Spenkle (1964), J. Bones (1964), P. Samuelson (1965) ®· tiÕp tôc
vÊn ®Ò ®ã. TiÕp ®Õn c¸c c«ng tr×nh cña F. Black, M. Scholes (1973), R.
C. Merton (1973) ®· thùc hiÖn mét cuéc c¸ch m¹ng trong viÖc tÝnh vµ ¸p
dông thùc hµnh c¸c lo¹i QLC.

M« h×nh thÞ tr−êng QLC ®−îc xÐt bëi Black vµ Scholes lµ m« h×nh
{B, S} sau ®©y:

1) Gi¸ cña tµi kho¶n ng©n hµng B = {Bt, 0 � t � T} víi dBt =
rBtdt, B0 > 0 , r kh«ng ®æi.

2) Gi¸ cña mét lo¹i cæ phiÕu S = {St, 0 � t � T} víi dSt = St(µdt +
σdWt).

Gi¶ sö ng−êi mua mua mét QLC vµ ph¶i tr¶ mét sè tiÒn lµ x, ®ã lµ
c¸i gi¸ ph¶i tr¶ ®Ó cã ®−îc QLC. Ng−êi b¸n nhËn ®−îc sè tiÒn ®ã sÏ ®Çu
t− vµo thÞ tr−êng {B, S} víi môc ®Ých më réng vèn ban ®Çu x ®Ó ®Õn thêi
®iÓm kÕt thóc hîp ®ång T ®ñ tr¶ cho ng−êi mua mét kho¶n

HT = max(ST −K, 0) := (ST −K)+ (6.2)

khi hîp ®ång vÒ QLC lµ hîp ®ång mua (Call option).
Dùa trªn thÞ tr−êng {B,S} ng−êi ®Çu t− (b©y giê lµ ng−êi b¸n) chän

mét chiÕn l−îc ®Çu t− nh− sau: Mua π0t tµi kho¶n ng©n hµng víi gi¸ Bt

vµ π1t cæ phiÕu víi gi¸ St. KÝ hiÖu π = {πt = (π0t, π1t)} lµ mét chiÕn l−îc
®Çu t− cña ng−êi b¸n. Khi ®ã trÞ gi¸ vèn hiÖn cã cña nhµ ®Çu t− t¹i thêi
®iÓm t lµ

Vt(π) = π0tBt + π1tSt. (6.3)

Còng nh− trong môc 5, chiÕn l−îc π ®−îc gäi lµ chiÕn l−îc ®¶m b¶o
tµi chÝnh (hedging strategy) øng víi yªu cÇu HT nÕu nã lµ chiÕn l−îc tù
®iÒu chØnh tµi chÝnh π tháa m·n ®iÒu kiÖn Btdπ0t+Stdπ1t = 0 vµ hÇu ch¾c
ch¾n ta cã: Vt(π) � HT vµ V0(π) = x. Sè x nhá nhÊt, ®−îc ký hiÖu bëi CT ,
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sao cho cã tån t¹i CL ®¶m b¶o tµi chÝnh π∗ víi V0(π∗) = CT , VT (π
∗) = HT

gäi lµ gi¸ ®óng hoÆc gi¸ hîp lý cña QLC.
Bµi to¸n c¬ b¶n cña lý thuyÕt ®Þnh gi¸ QLC lµ tÝnh gi¸ hîp lý CT vµ

x¸c ®Þnh CL ®¶m b¶o tµi chÝnh t−¬ng øng π∗ nh− trªn.
KÕt qu¶ næi tiÕng cña Black vµ Scholes (1973) vÒ gi¶i bµi to¸n nãi

trªn cho QLC mua cæ phiÕu tiªu chuÈn lo¹i Ch©u ¢u víi hµm chi tr¶
HT = (ST −K)+.

Gi¸ hîp lý CT ®−îc cho bëi:

CT = S0Φ(d+)−K exp(−rT )Φ(d−), (6.4)

trong ®ã

d± = {ln(S0�K) + T (r ± σ2�2}/σ
√
T (6.5)

vµ ®· x©y dùng ®−îc mét chiÕn l−îc π∗ sao cho

VT (π
∗) = (ST −K)+.

Mét ®iÒu lý thó lµ gi¸ hîp lý CT kh«ng phô thuéc vµo µ (hÖ sè cña
phÇn xu thÕ cña gi¸ St vµ còng lµ lîi suÊt trung b×nh khi ®Çu t− vµo
chøng kho¸n S).

Tuy m« h×nh dSt = St(µdt + σdWt) vÒ gi¸ cæ phiÕu ch−a ph¶i hoµn
toµn phï hîp víi thùc tiÔn, nh− Black nhËn xÐt, nh−ng ng−êi ta vÉn
chÊp nhËn nã v× ng−êi ta hiÓu ®−îc nã vµ biÕt ph¶i lµm g×. H¬n n÷a nÕu
coi nã nh− mét xÊp xØ ban ®Çu ng−êi ta cã thÓ ®iÒu chØnh m« h×nh mét
c¸ch hîp lý nhÊt.

C¸c h¹n chÕ c¬ b¶n cña m« h×nh thÞ tr−êng c¸c QLC (BS) cña Black
vµ Scholes lµ:

1) L·i suÊt cña tµi kho¶n ng©n hµng lµ h»ng sè (trªn thùc tÕ nã thay
®æi theo thêi gian, thËm chÝ nã lµ ngÉu nhiªn).

2) µ vµ σ lµ h»ng sè (th−êng chóng thay ®æi theo thêi gian vµ lµ ngÉu
nhiªn).

3) Kh«ng cã c¸c h¹n chÕ vÒ ®é lín vµ dÊu cña c¸c πot, πit.
4) C¸c chiÕn l−îc ®−îc gi¶ ®Þnh lµ tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh (self-

financing), ch−a tÝnh ®Õn viÖc tiªu dïng vµ cæ tøc.
5) Ch−a tÝnh ®Õn chi phÝ giao dÞch (transaction cost).
VÊn ®Ò trë nªn khã kh¨n nhÊt khi σ = σ(t, St) phô thuéc c¶ vµo thêi

gian vµ biÕn pha St nhÊt lµ trong viÖc ph©n tÝch thèng kª trong ®iÒu kiÖn
th«ng tin kh«ng ®Çy ®ñ khi ng−êi ta chØ quan s¸t ®−îc St t¹i thêi ®iÓm
më, ®ãng trªn sµn giao dÞch chøng kho¸n.

C¸c c«ng tr×nh gÇn ®©y cña M. Shweizer (1995, 1998), M. Shal (1994,
1999), I. Karatzas (1998) ®· nghiªn cøu kh¾c phôc Ýt nhiÒu c¸c h¹n chÕ
nãi trªn.
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7. C¸c bµi to¸n vÒ thèng kª

Mét trong nh÷ng bµi to¸n mµ ng−êi ta cÇn ph¶i gi¶i quyÕt ®Çu tiªn
lµ bµi to¸n nhËn d¹ng cÊu tróc ®éng häc cña qu¸ tr×nh l·i suÊt r(t), c¸c
qu¸ tr×nh gi¸ cña c¸c lo¹i chøng kho¸n Si(t), i = 1...k, trong ®iÒu kiÖn
th«ng tin kh«ng ®Çy ®ñ. §éc gi¶ cã thÓ t×m hiÓu vÊn ®Ò nµy trong c¸c
c«ng tr×nh cña Harrison-Phiska (1981), Modilioni-Miller (1958).

8. CÊu tróc cña s¸ch

Ch−¬ng 1: C¸c m« h×nh rêi r¹c
Trong ch−¬ng nµy xÐt chi tiÕt c¸c m« h×nh thÞ tr−êng tµi chÝnh nhiÒu

thêi kú víi nhiÒu tµi s¶n ®−îc kinh doanh, ph©n tÝch c¸c ®Æc tr−ng cña
mét thÞ tr−êng lµnh m¹nh, ®Çy ®ñ vµ xÐt viÖc ®Þnh gi¸ hîp lý c¸c yªu
cÇu tµi chÝnh, ®Æc biÖt xÐt c¸c quyÒn lùa chän lo¹i ch©u ¢u.

Ch−¬ng 2: Bµi to¸n dõng tèi −u vµ quyÒn lùa chän lo¹i
ch©u Mü

Ch−¬ng nµy dµnh riªng cho viÖc kh¶o s¸t viÖc ®Þnh gi¸ vµ x¸c ®Þnh
thêi ®iÓm thùc thi tèi −u quyÒn lùa chän lo¹i ch©u Mü, lo¹i quyÒn lùa
chän rÊt phæ biÕn trªn thÞ tr−êng chøng kho¸n.

Ch−¬ng 3: Ph−¬ng tr×nh vi ph©n ngÉu nhiªn
Ch−¬ng nµy ®−îc tr×nh bµy víi c¸c kh¸i niÖm vµ c¸c c«ng thøc x¸c

®Þnh tÝch ph©n ngÉu nhiªn Ito, c¸c qu¸ tr×nh Ito, c¸c phÐp tÝnh vi ph©n
Ito vµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n ngÉu nhiªn Ito. C¸c kÕt qu¶ cña ch−¬ng nµy
rÊt cÇn thiÕt cho viÖc m« h×nh ho¸ c¸c thÞ tr−êng tµi chÝnh bÊt ®Þnh víi
thêi gian liªn tôc còng nh− viÖc ph©n tÝch c¸c ®Æc tr−ng c¬ b¶n cña thÞ
tr−êng.

Ch−¬ng 4: M« h×nh Black-Scholes
M« h×nh Black-Scholes lµ m« h×nh c¬ b¶n nhÊt ®Ó m« t¶ thÞ tr−êng

tµi chÝnh cã mét chøng kho¸n kh«ng rñi ro vµ mét chøng kho¸n cã rñi
ro. C«ng thøc næi tiÕng cña Black-Scholes trong viÖc ®Þnh gi¸ hîp lý c¸c
quyÒn lùa chän mua vµ b¸n ®−îc tr×nh bµy chi tiÕt trong ch−¬ng nµy.

Ch−¬ng 5: M« h×nh khuÕch t¸n
M« h×nh khuÕch t¸n lµ sù më réng cña m« h×nh Black-Scholes. ViÖc

®Þnh gi¸ c¸c yªu cÇu tµi chÝnh trong m« h×nh nµy ®−a ®Õn viÖc gi¶i c¸c
ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng lo¹i parabolic. Trong ch−¬ng nµy còng chØ
ra mét øng dông cña lý thuyÕt Black-Scholes trong viÖc ®Þnh gi¸ c¸c
kho¶n nî hoÆc tr¸i phiÕu cã rñi ro cña c¸c c«ng ty cã tÝnh ®Õn kh¶ n¨ng
ph¸ s¶n.
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Ch−¬ng 6: M« h×nh ho¸ c¸c qu¸ tr×nh l·i suÊt
M« h×nh ho¸ c¸c qu¸ tr×nh l·i suÊt tr×nh bµy m« h×nh l·i suÊt tr¸i

phiÕu, nªu ra ph−¬ng ph¸i ®Þnh gi¸ tr¸i phiÕu khi biÕt m« h×nh ®éng häc
cña l·i suÊt.

Cuèi mçi ch−¬ng ®Òu cã c¸c bµi tËp cã h−íng dÉn hoÆc cã lêi gi¶i tãm
t¾t nh»m xÐt chi tiÕt h¬n c¸c bµi to¸n ®Þnh gi¸ c¸c yªu cÇu tµi chÝnh
phøc t¹p hoÆc ®¬n gi¶n nh− c¸c quyÒn lùa chän lo¹i ch©u ¸, quyÒn lùa
chän chuyÓn ®æi c¸c chøng kho¸n, chuyÓn ®æi c¸c ngo¹i tÖ, quyÒn lùa
chän trªn c¸c quyÒn lùa chän,...

§äc gi¶ míi ®äc lÇn ®Çu cã thÓ bá qua c¸c chi tiÕt chøng minh cña c¸c
kÕt qu¶ hoÆc c¸c ®Þnh lý, nh−ng cÇn n¾m ch¾c c¸c kh¸i niÖm vµ ý nghÜa
vÒ mÆt kinh tÕ vµ tµi chÝnh cña c¸c kh¸i niÖm ®ã.
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Ch−¬ng 1

M« h×nh rêi r¹c

Néi dung cña ch−¬ng nµy lµ tr×nh bµy c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n cña lý
thuyÕt vÒ quyÒn lùa chän víi m« h×nh to¸n häc rÊt ®¬n gi¶n cho tr−êng
hîp thêi gian rêi r¹c. M« h×nh Cox-Ross-Rubinstein (m« h×nh nhÞ thøc)
sÏ lµ m« h×nh ®−îc quan t©m ®Æc biÖt.

1.0 VÊn ®Ò ®Þnh gi¸ vµ b¶o hé quyÒn tµi chÝnh

Trong môc nµy ta sÏ xÐt mét vÝ dô ®¬n gi¶n vµ qua ®ã ta sÏ ph¸c häa
nh÷ng vÊn ®Ò c¬ b¶n cña lý thuyÕt ®Þnh gi¸ vµ b¶o hé (b¶o ®¶m) quyÒn
tµi chÝnh (hedging a contingent claim).

Gi¶ sö cã hai lo¹i tµi s¶n:
Tµi s¶n thø nhÊt lµ tr¸i phiÕu nhµ n−íc víi gi¸ lµ mét ®¬n vÞ tiÒn tÖ

t¹i thêi ®iÓm t = 0 vµ gi¸ lµ 1+ r t¹i thêi ®iÓm t = 1 trong ®ã r lµ l·i suÊt
sau mét thêi kú.

Tµi s¶n thø hai lµ tµi s¶n cã rñi ro (ch¼ng h¹n, cæ phiÕu cña mét c«ng
ty), víi gi¸ lµ S0 t¹i thêi ®iÓm t = 0 vµ gi¸ lµ S1 t¹i thêi ®iÓm t = 1.
Th«ng th−êng S1 lµ mét biÕn ngÉu nhiªn. §Ó ®¬n gi¶n ta gi¶ thiÕt r»ng
S1 chØ nhËn 2 gi¸ trÞ S0(1 + u) vµ S0(1 + d) víi c¸c x¸c suÊt lµ p vµ 1− p
t−¬ng øng (d < u), tøc lµ:

P{S1 = S0(1 + u)} = p, P{S1 = S0(1 + d)} = 1− p

trong ®ã u vµ d lµ l−îng gia t¨ng t−¬ng ®èi cña tµi s¶n cã rñi ro.
Ta h·y xÐt mét ph¸i phiÕu (derivative) víi l−îng chi tr¶ t¹i thêi ®iÓm

t = 1 lµ C1 = H(S1) víi H lµ mét hµm nµo ®Êy trªn [0,+∞).
Mét vÝ dô vÒ ph¸i phiÕu lµ quyÒn lùa chän mua tiªu chuÈn lo¹i ch©u

¢u (Standard Call option): §ã lµ mét lo¹i hîp ®ång mµ ng−êi gi÷ nã cã
quyÒn mua mét lo¹i cæ phiÕu víi gi¸ ®Þnh tr−íc lµ K t¹i thêi ®iÓm 1.
Ng−êi viÕt hîp ®ång nhËn tõ ng−êi mua hîp ®ång mét kho¶n nµo ®Êy.
Sau khi cã hîp ®ång nÕu gi¸ cæ phiÕu lµ S1 � K, ng−êi gi÷ hîp ®ång
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kh«ng thùc thi viÖc mua cæ phiÕu v× «ng ta kh«ng thu ®−îc g×. Ng−îc
l¹i nÕu S1 > K ng−êi gi÷ hîp ®ång sÏ mua cæ phiÕu víi gi¸ lµ K vµ cã
thÓ b¸n ngay víi gi¸ S1 vµ thu mét kho¶n lîi nhuËn lµ S1 −K. Nh− vËy
kho¶n chi tr¶ khi hîp ®ång ®−îc thùc thi lµ

C1 = max(0, S1 −K) := (S1 −K)+.

Ng−îc l¹i khi hîp ®ång quyÒn lùa chän lµ hîp ®ång b¸n (put option)
cho phÐp ng−êi gi÷ hîp ®ång cã quyÒn b¸n hoÆc kh«ng b¸n mét lo¹i cæ
phiÕu víi gi¸ lµ K t¹i thêi ®iÓm 1 vµ kho¶n chi tr¶ khi hîp ®ång ®−îc
thùc hiÖn lµ

P1 = max(0, K − S1) := (K − S1)+.

Th«ng th−êng nhµ ®Çu t− lËp mét danh môc ®Çu t− lµ (Φ0,Φ1) trong
®ã Φ0 lµ sè tr¸i phiÕu vµ Φ1 lµ sè cæ phiÕu mµ nhµ ®Çu t− muèn gi÷.
Kh«ng cã rµng buéc nµo ®Æt lªn Φ0 vµ Φ1, Φ0 vµ Φ1 cã thÓ ©m.

Φ0 < 0 cã nghÜa lµ nhµ ®Çu t− ®· vay mét kho¶n ®Ó mua tr¸i phiÕu,
Φ1 < 0 cã nghÜa lµ nhµ ®Çu t− ®· nî Φ1 cæ phiÕu hoÆc b¸n khèng c¸c cæ
phiÕu kh¸c. (Φ0,Φ1) ®−îc gäi lµ mét danh môc hoÆc chiÕn l−îc ®Çu t− vµ
gi¸ trÞ cña nã t¹i t = 1 ®−îc x¸c ®Þnh bëi biÓu thøc

V1(Φ) = Φ0(1 + r) + Φ1S1. (1.0.1)

§Þnh nghÜa 1.0.1. ChiÕn l−îc ®Çu t− Φ = (Φ0,Φ1) ®−îc gäi lµ chiÕn l−îc
®¶m b¶o yªu cÇu tµi chÝnh (yªu cÇu chi tr¶) C1 = H(S1) nÕu V1(Φ) = H(S1)
hoÆc mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng:

Φ0(1 + r) + Φ1S0(1 + u) = H(S0(1 + u)),

Φ0(1 + r) + Φ1S0(1 + d) = H(S0(1 + d)). (1.0.2)

Tõ (1.0.2), Φ = (Φ0,Φ1) ph¶i tháa m·n:

Φ0 =
(1 + u)H(S0(1 + d))− (1 + d)H(S0(1 + u))

(1 + r)(u− d)

Φ1 =
H(S0(1 + u))−H(S0(1 + d))

S0(u− d)
. (1.0.3)

Cßn gi¸ trÞ t¹i thêi ®iÓm 0 cña chiÕn l−îc ®ã lµ:

V0(Φ) = Φ0 +Φ1S0

=
1

1 + r
{πH(S0(1 + u) + (1− π)H(S0(1 + d))} (1.0.4)
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trong ®ã

π =
r − d

u− d
; 1− π =

u− r

u− d
. (1.0.5)

NÕu d < r < u th× π ∈ (0, 1) vµ (π, 1− π) cã thÓ coi lµ mét ph©n bè x¸c
suÊt cña S1. Trong tr−êng hîp nµy tõ (1.0.4) ta cã thÓ viÕt

V0(Φ) = EπH̃(S1) víi H̃(S1) = H(S1)/(1 + r) (1.0.6)

S̃0 = S0 = π
S0(1 + u)

1 + r
+ (1− π)

S0(1 + d)

1 + r
= EπS̃1. (1.0.7)

Víi S̃1 = S1/(1 + r) lµ gi¸ chiÕt khÊu cña chøng kho¸n.

§Þnh nghÜa 1.0.2. §é ®o x¸c suÊt (π, 1− π) tháa m·n (1.0.5) ®−îc gäi lµ
®é ®o x¸c suÊt trung hoµ rñi ro (khi d < r < u).

Chó ý r»ng khi r /∈ (d, u) th× lu«n lu«n cã c¸ch ®Çu t− cã lîi, kh«ng cã
rñi ro vµ kh«ng cÇn vèn ban ®Çu. Trong tr−êng hîp nµy ta nãi r»ng thÞ
tr−êng cã t×nh huèng c¬ lîi (arbitrage opportunity) trong ®ã ng−êi ta cã
thÓ thu lîi nhê sù chªnh lÖch gi¸ chøng kho¸n qua viÖc mua ®i b¸n l¹i.

ThËy vËy, nÕu r � d < u th× ta vay ng©n hµng S0 ®¬n vÞ tiÒn tÖ vµ
mua mét cæ phiÕu víi gi¸ lµ S0 t¹i thêi ®iÓm t = 0. §Õn thêi ®iÓm 1 khi
b¸n cæ phiÕu sÏ thu ®−îc mét kho¶n lµ S1 = S0(1+ d) hoÆc S1 = S0(1+u)
vµ ph¶i tr¶ cho ng©n hµng mét kho¶n lµ S0(1 + r) vµ vÉn thu lîi lµ
S1 − S0(1 + r) > 0 víi x¸c suÊt d−¬ng kh«ng cÇn ph¶i ®Çu t− mét kho¶n
tiÒn ban ®Çu nµo.

Ng−îc l¹i nÕu d < u � r ta cã thÓ vay mét cæ phiÕu víi gi¸ lµ S0 vµ
mua S0 tr¸i phiÕu, ®Õn thêi ®iÓm 1 thu ®−îc kho¶n S0(1 + r) vµ ph¶i tr¶
mét cæ phiÕu gi¸ S1 = S0(1+ d) hoÆc S1 = S0(1+u) vµ thu ®−îc kho¶n lîi
lµ S0(1 + r) − S1 > 0 vµ kh«ng cÇn ph¶i bá vèn miÔn lµ biÕt mua ®i b¸n
l¹i chøng kho¸n ®Ó thu ®−îc lêi nhê chªnh lÖch gi¸.

DÔ dµng thÊy r»ng gi¸ ban ®Çu cña yªu cÇu H ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng
thøc (1.0.6) lµ gi¸ hîp lý. ThËy vËy, nÕu gi¸ ban ®Çu lµ C > V0 th× chØ
cÇn dµnh V0 ®ång vèn vµ sö dông chiÕn l−îc (1.0.3) ta cã thÓ ®ñ chi tr¶
C1 = H(S1) vµ nh− vËy cßn d− C − V0. Ng−îc l¹i nÕu gi¸ ban ®Çu lµ
C < V0 th× kh«ng cã mét chiÕn l−îc ®Çu t− nµo tháa m·n (1.0.1).

§iÒu ®¸ng chó ý lµ gi¸ ban ®Çu hîp lý V0 x¸c ®Þnh bëi (1.0.4) kh«ng
phô thuéc vµo ph©n bè kh¸ch quan (p, 1 − p) cña S1 mµ chØ phô thuéc
vµo ”x¸c suÊt trung hoµ rñi ro” (π, 1− π). §é ®o x¸c suÊt (π, 1− π) chÝnh
lµ ®é ®o víi nã S̃1 tháa m·n hÖ thøc (1.0.7), nãi kh¸c ®i (S̃0, S̃1) lµ mét
martingale. Ng−êi ta cßn gäi π, 1− π lµ ®é ®o martingale.

Nh− vËy nÕu r < d < u th× tån t¹i “x¸c suÊt rñi ro trung tÝnh” vµ
kh«ng cã t×nh huèng c¬ lîi, tøc lµ muèn ®¹t yªu cÇu H(S1) > 0 víi x¸c



18 Ch−¬ng 1. M« h×nh rêi r¹c

suÊt d−¬ng th× vèn ®Çu t− ban ®Çu ph¶i lµ V0 > 0. ViÖc chøng minh chÆt
chÏ ®iÒu kh¼ng ®Þnh trªn sÏ ®−îc thùc hiÖn trong môc tiÕp theo.

1.1 M« h×nh thÞ tr−êng quyÒn lùa chän rêi r¹c

1.1.1 C¸c ho¹t ®éng tµi chÝnh

Cho m« h×nh thÞ tr−êng tµi chÝnh ®−îc x¸c ®Þnh trong kh«ng gian x¸c
suÊt h÷u h¹n (Ω,F , P ) ®−îc trang bÞ bëi mét läc {Fn}, ®iÒu ®ã cã nghÜa
lµ cho tr−íc mét d·y σ−®¹i sè kh«ng gi¶m c¸c tËp con cña Ω : F0 ⊂ F1 ⊂
... ⊂ FN ⊂ F , trong ®ã Fn lµ hä σ−®¹i sè chøa tÊt c¶ c¸c th«ng tin sö
dông ®−îc cho ®Õn thêi ®iÓm n ch¼ng h¹n gi¸ S0, S1, ..., Sn cña cæ phiÕu.
Nh− vËy Fn lµ hä c¸c biÕn cè x¶y ra cho ®Õn thêi ®iÓm n(n = 0÷N).

Gi¶ sö F0 lµ σ−®¹i sè tÇm th−êng, F0 = {∅,Ω},FN = F (F hä tÊt c¶
c¸c tËp con cña Ω), Ω tËp h÷u h¹n vµ P ({ω}) > 0, ∀ω ∈ Ω. Gi¶ sö trªn thÞ
tr−êng cã d+ 1 lo¹i chøng kho¸n ®ang ho¹t ®éng víi gi¸ t¹i thêi ®iÓm n
lµ S0n, S

1
n, ..., S

d
n trong ®ã Si

n > 0(i = 0 ÷ d) vµ ®o ®−îc ®èi víi Fn. Nh÷ng
ng−êi ®Çu t− trªn thÞ tr−êng ®ã biÕt ®−îc c¸c gi¸ trÞ S0n, S

1
n, ..., S

d
n t¹i thêi

®iÓm hiÖn t¹i vµ qu¸ khø nh−ng kh«ng biÕt c¸c gi¸ trÞ cña nã trong
t−¬ng lai.

Chøng kho¸n S0n ®−îc coi lµ chøng kho¸n kh«ng cã rñi ro (tr¸i phiÕu
nhµ n−íc ch¼ng h¹n). C¸c chøng kho¸n S1n, ..., S

d
n lµ c¸c chøng kho¸n cã

rñi ro.
Ta quy −íc S00 = 1 (gi¸ trÞ ®Çu tiªn cña chøng kho¸n t¹i thêi ®iÓm

ban ®Çu). NÕu S0n lµ tµi kho¶n ng©n hµng víi l·i suÊt r th× S0n = (1+ r)n.
HÖ sè βn = 1/S0n ®−îc gäi lµ hÖ sè chiÕt khÊu (hÖ sè gi¶m gi¸) t¹i thêi
®iÓm n.

1.1.2 C¸c chiÕn l−îc ®Çu t−

§Þnh nghÜa 1.1.1. Mét chiÕn l−îc ®Çu t− hoÆc danh môc ®Çu t− lµ mét
d·y c¸c vÐct¬ ngÉu nhiªn

Φ =

{
(Φ0n,Φ

1
n, ...,Φ

d
n) := Φn

}

n=0÷N

víi gi¸ trÞ ∈ Rd+1 trong ®ã Φi
n lµ l−îng chøng kho¸n lo¹i i mµ ng−êi ®Çu

t− ®ang gi÷, (i = 0÷ d).
Gi¶ sö Φi

0 lµ F0 ®o ®−îc, Φi
n lµ Fn−1 ®o ®−îc (i = 0 ÷ d), ®iÒu ®ã cã

nghÜa lµ chiÕn l−îc Φn t¹i thêi ®iÓm n ®−îc x©y dùng dùa trªn tÊt c¶ c¸c
th«ng tin cho ®Õn thêi ®iÓm n− 1 (vÝ dô sù lªn xuèng cña c¸c lo¹i chøng
kho¸n cho ®Õn thêi ®iÓm n− 1).
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ChiÕn l−îc Φ ®−îc coi lµ chiÕn l−îc ph©n bè vèn ®Çu t− hoÆc mét danh
môc ®Çu t−.

§Þnh nghÜa 1.1.2. Gi¸ trÞ øng víi chiÕn l−îc Φ t¹i thêi ®iÓm n ®−îc cho
bëi:

Vn(Φ) = ΦnSn :=

d∑

i=0

Φi
nS

i
n.

Vµ gi¸ trÞ chiÕt khÊu lµ:

Ṽn(Φ) = Vn(Φ)/S
0
n = βn(ΦnSn) = ΦnS̃n

víi S̃n = (1, S1n/S
0
n, ..., S

d
n/S

0
n).

§Þnh nghÜa 1.1.3. ChiÕn l−îc Φ ®−îc gäi lµ chiÕn l−îc tù tµi trî hoÆc tù
®iÒu chØnh tµi chÝnh (self-financing) nÕu:

d∑

i=0

Si
n(Φ

i
n+1 − Φi

n) = 0⇔ Sn∆Φn+1 = 0. (1.1.1)

NhËn xÐt. Tõ (1.1.1) ta cã

∆Vn(Φ) = Vn(Φ)− Vn−1(Φ)

= ΦnSn − Φn−1Sn−1 = Φn(Sn − Sn−1) + (Φn − Φn−1)Sn−1
= Φn∆Sn +∆ΦnSn−1 = Φn∆Sn.

T−¬ng tù

∆Ṽn(Φ) =

d∑

i=1

Φi
n∆S̃

i
n = Φn∆S̃n (1.1.2)

trong ®ã ∆Si
n = Si

n − Si
n−1.

HÖ thøc (1.1.1) chøng tá r»ng muèn t¨ng ®Çu t− vµo chøng kho¸n i
ta ph¶i gi¶m ®Çu t− vµo c¸c chøng kho¸n kh¸c vµ kh«ng cã thªm nguån
vèn bæ sung hoÆc còng kh«ng cã sö dông vèn vµo viÖc tiªu dïng.

Tõ (1.1.2) ta thÊy sù gia t¨ng cña hµm gi¸ trÞ Ṽn(Φ) phô thuéc vµo sù
gia t¨ng cña c¸c chøng kho¸n rñi ro cã chiÕt khÊu S̃i

n, i = 1÷ d).
Ta cã mÖnh ®Ò sau:

MÖnh ®Ò 1.1.1. C¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:
(i) ChiÕn l−îc Φ lµ tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh.
(ii) ∀n = 1÷N

Vn(Φ) = V0(Φ) +
n∑

j=1

(Φj∆Sj),∆Sj = Sj − Sj−1.
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(iii) ∀n = 1÷N ta cã:

Ṽn(Φ) = V0(Φ) +

n∑

j=1

Φj∆S̃j

trong ®ã ∆S̃j = S̃j − S̃j−1 = βjSj − βj−1Sj−1.

Chøng minh. (i) ⇔ (ii) suy ra trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa 1.1.3.
§Ó chøng minh (ii)⇔ (iii) ta chó ý:

Ṽn(Φ)− Ṽn−1(Φ) = ΦnS̃n − Φn−1S̃n−1

= Φn(S̃n − S̃n−1) + (Φn − Φn−1)S̃n−1

= Φn.∆S̃n + S̃n−1∆Φn = Φn∆S̃n

bëi v× do (1.1.1) nªn S̃n∆Φn = 0 vµ Ṽ0(Φ) = V0(Φ)/S
0
0 = V0(Φ) nªn (ii) ⇔

(iii).

MÖnh ®Ò 1.1.2. øng víi mäi qu¸ tr×nh Fn−dù b¸o ®−îc (Φ1n, ....,Φ
d
n) vµ

mäi gi¸ trÞ ban ®Çu V0 tån t¹i qu¸ tr×nh dù b¸o Φn = (Φ0n, ....,Φ
d
n) lµ chiÕn

l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh.

Chøng minh. Tõ ®iÒu kiÖn (1.1.1) suy ra:

Ṽn(Φ) := (Φ0n) + Φ1nS̃
1
n + ...+Φd

nS̃
d
n

= V0 +

n∑

j=1

(Φ1j∆S̃
1
j + ...+Φd

j∆S̃
d
j ).

HÖ thøc ®ã sÏ x¸c ®Þnh mét c¸ch duy nhÊt Φ0n tõ Φ1j , ...,Φ
d
j , 1 � j � n vµ

V0. VÊn ®Ò cßn l¹i lµ chøng minh r»ng Φ0n lµ dù b¸o ®−îc. Tõ hÖ thøc
trªn ta cã:

Φ0n = V0 +

n∑

j=1

(Φ1j∆S̃
1
j + ...+Φd

j∆S̃
d
j )− Φ1nS̃

1
n − ...− Φd

nS̃
d
n

= V0 +
n−1∑

j=1

(Φ1j∆S̃
1
j + ...+Φd

j∆S̃
d
j ) + Φ1n(S̃

1
n − S̃1n−1) + ...+

+Φd
n(S̃

d
n − S̃d

n−1)− Φ1nS̃
1
n − ...− Φd

nS̃
d
n

= V0 +

n−1∑

j=1

(Φ1j∆S̃
1
j + ...+Φd

j∆S̃
d
j )−Φ1nS̃

1
n−1 − ...− Φd

nS̃
d
n−1

= Ṽn−1(Φ)−
d∑

j=1

Φi
nS̃

i
n−1lµ Fn−1 ®o ®−îc.

VËy Φ0n lµ dù b¸o ®−îc (®iÒu ph¶i chøng minh).
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1.1.3 ChiÕn l−îc chÊp nhËn ®−îc vµ c¬ lîi

Ta kh«ng ®Æt ®iÒu kiÖn nµo vÒ dÊu cña c¸c Φi
n. Ta hiÓu Φ0n < 0 nghÜa

lµ cÇn ph¶i vay mét l−îng Φ0n ®Ó ®Çu t− vµo chøng kho¸n kh«ng cã rñi ro,
cßn Φi

n < 0 ®èi víi i ∈ {1, ...d} cã nghÜa lµ cã mét kho¶n nî Φi
n trªn chøng

kho¸n cã rñi ro thø i (cã khi ph¶i b¸n chøng kho¸n kh¸c ®Ó trang tr¶i).
Ng−êi ta cho phÐp vay hoÆc b¸n chøng kho¸n kh¸c ®Ó trang tr¶i nh−ng
®ßi hái gi¸ trÞ øng víi chiÕn l−îc Φ t¹i thêi ®iÓm n lµ Vn(Φ) � 0, ∀n = 0÷N.

§Þnh nghÜa 1.1.3. ChiÕn l−îc Φ gäi lµ chÊp nhËn ®−îc nÕu nã lµ chiÕn
l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh vµ nÕu Vn(Φ) � 0, ∀n = 0÷N .

§Þnh nghÜa 1.1.4. Mét chiÕn l−îc ®−îc gäi lµ cã c¬ lîi (arbitrage oppor-
tunity) nÕu nã lµ chiÕn l−îc chÊp nhËn ®−îc sao cho V0(Φ) = 0 nh−ng
VN (Φ) � 0 vµ P{VN (Φ) > 0} > 0. (Tøc lµ chiÕn l−îc kh«ng cÇn vèn ban
®Çu mµ vÉn cã thu nhËp).

PhÇn lín c¸c m« h×nh ®Òu lo¹i trõ t×nh huèng cã c¬ lîi. PhÇn sau sÏ
®−a ra ®Æc ®iÓm cña m« h×nh kh«ng cã c¬ lîi (kh«ng tån t¹i chiÕn l−îc
cã c¬ lîi) nhê kh¸i niÖm martingale.

1.2 Martingale vµ c¬ lîi

§Ó x¸c ®Þnh mèi liªn hÖ gi÷a t×nh huèng cã c¬ lîi vµ kh¸i niÖm mar-
tingale ta ®−a ra kh¸i niÖm vÒ martingale trªn kh«ng gian x¸c suÊt h÷u
h¹n.

1.2.1 Martingale vµ phÐp biÕn ®æi c¸c martingale

XÐt kh«ng gian x¸c suÊt h÷u h¹n (Ω,F , P ) víi bé läc {Fn, n = 0÷N}.
D·y c¸c biÕn ngÉu nhiªn {Xn, n = 0 ÷ N} ®−îc gäi lµ t−¬ng thÝch (phï
hîp) víi läc {Fn, n = 0÷N} (viÕt t¾t, {Fn}−t−¬ng thÝch) nÕu Xn lµ Fn−®o
®−îc víi mäi n = 0, 1, ..., N .

§Þnh nghÜa 1.2.1. D·y t−¬ng thÝch {Mn} c¸c biÕn ngÉu nhiªn thùc ®−îc
gäi lµ:

i) Mét martingale nÕu E(Mn+1|Fn) = Mn, n � N − 1.
(ii) Mét martingale trªn nÕu E(Mn+1|Fn) �Mn, n � N − 1.
(iii) Mét martingale d−íi nÕu E(Mn+1|Fn) �Mn, n � N − 1.
§Þnh nghÜa ®ã cã thÓ më réng cho vÐct¬ ngÉu nhiªn, vÝ dô vÐct¬

Mn ∈ Rn ®−îc gäi lµ martingale nÕu mäi thµnh phÇn M i
n cña nã ®Òu lµ

martingale (chi tiÕt xem [1]).
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Trong thÞ tr−êng tµi chÝnh nÕu Sn lµ martingale th× −íc l−îng tèt nhÊt
cña Sn+1 lµ Sn.

§Þnh nghÜa 1.2.2. Mét d·y {Hn, n = 0÷N} ®−îc gäi lµ dù b¸o ®−îc nÕu
Hn lµ Fn−1 ®o ®−îc víi mäi n = 1, ..., N .

MÖnh ®Ò 1.2.1. Gi¶ sö {Mn, n = 0 ÷ N} lµ {Fn}−phï hîp vµ {Φn} lµ
d·y dù b¸o ®−îc ®èi víi läc ℑ = {Fn, n = 0 ÷ N}. Khi ®ã d·y {Xn}
víi Xn = Φ0M0 +

∑n
j=1Φj∆Mj lµ martingale khi vµ chØ khi {Mn} lµ

ℑ−martingale.
(Xn) ®«i khi ®−îc gäi lµ biÕn ®æi cña martingale (Mn) bëi

d·y (Φn).
Mét hÖ qu¶ cña MÖnh ®Ò 1.2.1 lµ: Trong m« h×nh thÞ tr−êng tµi chÝnh

nÕu {S̃i
n, i = 1÷ d} lµ martingale ®èi víi ®é ®o x¸c suÊt Q vµ víi läc ℑ th×

E(Ṽn(Φ)) trïng víi V0(Φ) (v× Ṽn(Φ) lµ biÕn ®æi martigale cña S̃n).

Chøng minh MÖnh ®Ò 1.2.1. Ta cã ∆Xn = Xn−Xn−1 = Φn∆Mn. V× {Φn}
lµ d·y ℑ−dù b¸o ®−îc, theo tÝnh chÊt cña kú väng cã ®iÒu kiÖn:

E(∆Xn|Fn−1) = E(Φn∆Mn|Fn−1) = ΦnE(∆Mn|Fn−1) = 0.

1.2.2 ThÞ tr−êng tµi chÝnh lµnh m¹nh

XÐt thÞ tr−êng tµi chÝnh trong môc 1.1.

§Þnh nghÜa 1.2.3. Mét thÞ tr−êng tµi chÝnh lµ lµnh m¹nh khi vµ chØ khi
kh«ng tån t¹i danh môc ®Çu t− c¬ lîi (cã ®é chªnh thÞ gi¸).

§Þnh lý 1.2.1. ThÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh khi vµ chØ khi tån t¹i mét ®é
®o P ∗ t−¬ng ®−¬ng víi ®é ®o P vµ hµm gi¸ trÞ chiÕt khÊu {Ṽn(Φ)} lµ
P ∗−ℑ−martingale hoÆc mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng {S̃i

n} lµ P ∗−ℑ−martingale.

Chøng minh. §Çu tiªn ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ: Gi¶ sö tån t¹i
P ∗ ∼ P vµ Ṽn(Φ) lµ P ∗−ℑ−martingale. Ta chøng minh thÞ tr−êng lµ lµnh
m¹nh.

ThËt vËy, gi¶ sö V0 = 0 vµ VN (Φ) � 0. Theo MÖnh ®Ò 1.1.1 ta cã:

Ṽn(Φ) = V0(Φ) +

n∑

j=1

Φj∆S̃j

nªn E∗(ṼN (Φ)) = 0. KÕt hîp víi gi¶ thiÕt ṼN (Φ) � 0 suy ra ṼN (Φ) =
0 P ∗−h.c.c. Vµ v× P ∗ ∼ P nªn VN (Φ) = 0 P−hÇu ch¾c ch¾n. VËy kh«ng
thÓ tån t¹i chiÕn l−îc c¬ lîi nªn thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh.

Chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn phøc t¹p h¬n.
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(i) XÐt (Φi
n, ...,Φ

d
n) lµ qu¸ tr×nh dù b¸o ®−îc vµ xÐt c¸c qu¸ tr×nh x¸c

®Þnh bëi:

G̃n(Φ) =

n∑

j=1

(Φ1j .∆S̃
1
j + ...+Φd

j .∆S̃
d
j ).

Qu¸ tr×nh ®ã lµ thu nhËp cã chiÕt khÊu tÝch luü t¹i thêi ®iÓm n cña mçi
chiÕn l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh øng víi c¸c l−îng ®Çu t− (Φi

n, ...,Φ
d
n)

trªn c¸c chøng kho¸n cã rñi ro.
Theo MÖnh ®Ò 1.1.2 cã tån t¹i duy nhÊt mét qu¸ tr×nh (Φ0n) sao cho

(Φ0n,Φ
1
n, ...,Φ

d
n) lµ tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh vµ víi gi¸ trÞ ban ®Çu V0 = 0.

Khi ®ã G̃n(Φ) lµ gi¸ trÞ chiÕt khÊu t¹i thêi ®iÓm n cña chiÕn l−îc ®ã. Tõ
gi¶ thiÕt vÒ tÝnh lµnh m¹nh cña thÞ tr−êng nÕu G̃n(Φ) � 0,∀n = 1 ÷ N
th× G̃N (Φ) = 0.

Ký hiÖu Γ lµ nãn låi c¸c biÕn ngÉu nhiªn ξ � 0 vµ kh¸c 0.
Bæ ®Ò sau ®©y chøng tá r»ng kh«ng cÇn cã gi¶ thiÕt G̃n(Φ) � 0,∀n =

1÷N ta vÉn cã G̃n(Φ) /∈ Γ.

Bæ ®Ò 1.2.1. NÕu thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh th× víi mäi qu¸ tr×nh dù b¸o
®−îc (Φ1, ...Φd) ta cã G̃n(Φ) /∈ Γ.

Chøng minh. Gi¶ sö ng−îc l¹i r»ng cã mét n sao cho G̃n(Φ) ∈ Γ. Khi ®ã
sÏ dÉn ®Õn m©u thuÉn víi tÝnh lµnh m¹nh cña thÞ tr−êng. ThËt vËy, ®Æt
n = sup{k|P (G̃k(Φ) > 0) > 0}. Ta cã:

n � N − 1;P (G̃n(Φ) > 0) > 0; G̃m(Φ) � 0,∀m > n.

XÐt qu¸ tr×nh ®Çu t− míi Ψ nh− sau:

Ψj(ω) =

{
0 nÕu j � n

1A(ω)Φj(ω) nÕu j > n

víi

1A(ω) =

{
1 nÕu ω ∈ A

0 nÕu ω /∈ A,

trong ®ã A = {ω : G̃n(Φ) < 0}. V× Φ lµ dù ®o¸n ®−îc vµ A lµ Fn ®o ®−îc
nªn (Ψj) lµ dù ®o¸n ®−îc. H¬n n÷a

G̃j(Ψ) =

{
0 nÕu j � n

1A(G̃j(Φ)− G̃n(Φ)) nÕu j > n.

Do ®ã G̃j(Ψ) � 0,∀j ∈ (0, ..., N) vµ G̃N (Ψ) > 0 trªn A. §iÒu nµy m©u
thuÉn víi tÝnh lµnh m¹nh cña thÞ tr−êng. Suy ra ®pcm.
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(ii) §Æt D = {G̃N (Φ),Φ dù b¸o ®−îc} lµ kh«ng gian vect¬ con cña
kh«ng gian c¸c biÕn ngÉu nhiªn thùc x¸c ®Þnh trªn Ω. Theo bæ ®Ò 1.2.1
D ∩ Γ = φ,D ∩K = φ trong ®ã:

Γ ⊃ K = {X ∈ Γ|
∑

ω

X(ω) = 1} - tËp compact låi.

Theo ®Þnh lý t¸ch tËp låi, cã tån t¹i (λ(ω)), ω ∈ Ω sao cho:
1. ∀X ∈ K,

∑
ω
λ(ω)X(ω) > 0

2. ∀Φ dù ®o¸n ®−îc :
∑
ω
λ(ω)G̃N (Φ)(ω) = 0.

Theo tÝnh chÊt 1 ta suy ra λ(ω) > 0 nªn P ∗({ω}) = λ(ω)∑
ω∈Ω

λ(ω)
lµ x¸c suÊt

t−¬ng ®−¬ng víi P . Theo tÝnh chÊt 2 nÕu ký hiÖu E∗ lµ kú väng øng víi
P ∗ ta cã:

E∗(G̃N (Φ)) = 0⇔ E∗(
N∑

j=1

Φj∆S̃j) = 0

⇔ E∗(
N∑

j=1

Φi
j∆S̃

i
j) = 0, i = 1÷ d ∀Φ dù b¸o ®−îc

⇔ (S̃1n, ..., S̃
d
n) lµ P ∗−martingale.

1.3 ThÞ tr−êng ®Çy ®ñ vµ ®Þnh gi¸ c¸c quyÒn lùa chän

1.3.1 ThÞ tr−êng ®Çy ®ñ

Ta sÏ ®Þnh nghÜa mét quyÒn lùa chän lo¹i ch©u ¢u víi thêi ®iÓm thùc
thi lµ N b»ng c¸ch cho mét biÕn ngÉu nhiªn H � 0, FN−®o ®−îc, H
cã thÓ coi lµ thu ho¹ch khi thùc thi quyÒn lùa chän mua hoÆc b¸n trªn
mét chøng kho¸n thø nhÊt ch¼ng h¹n víi gi¸ quy ®Þnh lµ K. Ta cã
H = (S1N −K)+ cho quyÒn lùa chän mua vµ H = (K − S1N )+ cho quyÒn
lùa chän b¸n. Trong hai vÝ dô trªn biÕn ngÉu nhiªn H chØ lµ hµm cña
SN .

Cã quyÒn lùa chän trong ®ã H phô thuéc vµo gi¸ trÞ cña chøng kho¸n
cho ®Õn thêi ®iÓm N , tøc lµ phô thuéc vµo c¶ S10 , S

1
1 , ..., S

1
N , ®ã lµ tr−êng

hîp quyÒn lùa chän ch©u ¸, trong ®ã H = (S̄N −K)+ víi S̄N = 1
N+1(S

1
0 +

...+ S1N ).

§Þnh nghÜa 1.3.1. Yªu cÇu H lµ ®¹t ®−îc nÕu tån t¹i mét chiÕn l−îc
chÊp nhËn ®−îc sao cho hµm gi¸ trÞ øng víi chiÕn l−îc ®ã t¹i thêi ®iÓm
N lµ VN (Φ) = H.
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NhËn xÐt 1.3.1. Trong mét thÞ tr−êng lµnh m¹nh ®Ó cho yªu cÇu H øng
víi quyÒn lùa chän lµ ®¹t ®−îc, ®iÒu kiÖn ®ñ lµ cã tån t¹i chiÕn l−îc tù
®iÒu chØnh vÒ mÆt tµi chÝnh Φ víi VN (Φ) = H.

Thùc vËy nÕu Φ lµ chiÕn l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh vµ P ∗ lµ ®é ®o x¸c
suÊt t−¬ng ®−¬ng víi P sao cho d−íi ®é ®o P ∗ gi¸ chiÕt khÊu {S̃n = S̃1n}
lµ P ∗ − ℑ−martingale vµ v× vËy Ṽn(Φ) = E∗(ṼN (Φ)|Fn). Râ rµng nÕu
ṼN (Φ) � 0 (lu«n lu«n tháa m·n nÕu VN (Φ) = H) th× Ṽn(Φ) � 0 ∀n vµ khi
®ã chiÕn l−îc Φ lµ chÊp nhËn ®−îc.

§Þnh nghÜa 1.3.2. Ta nãi r»ng thÞ tr−êng lµ ®Çy ®ñ nÕu tÊt c¶ c¸c yªu
cÇu H ®Òu ®¹t ®−îc.

Gi¶ thiÕt vÒ tÝnh ®Çy ®ñ cña mét thÞ tr−êng tµi chÝnh lµ mét gi¶ thiÕt
rÊt kh¾t khe vµ viÖc lý gi¶i vÒ mÆt kinh tÕ kh¸i niÖm ®ã kÐm râ rµng
h¬n gi¶ thiÕt vÒ tÝnh lµnh m¹nh cña mét thÞ tr−êng. Tuy nhiªn nÕu thÞ
tr−êng lµ ®Çy ®ñ th× vÒ mÆt lý thuyÕt ng−êi ta cã thÓ dÔ dµng ®Þnh gi¸
vµ x©y dùng chiÕn l−îc ®Ó ®¹t ®−îc yªu cÇu H bÊt kú.

M« h×nh Cox-Ross-Rubinstein nghiªn cøu vÒ sau sÏ cho ta vÝ dô vÒ
m« h×nh cña thÞ tr−êng ®Çy ®ñ.

§Þnh lý sau ®©y cho ta ®Æc ®iÓm vÒ mét thÞ tr−êng lµnh m¹nh vµ ®Çy
®ñ.

§Þnh lý 1.3.1. Mét thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh vµ ®Çy ®ñ khi vµ chØ khi
tån t¹i duy nhÊt mét ®é ®o (martingale) P ∗ ∼ P , d−íi P ∗ tÊt c¶ gi¸ chiÕt
khÊu cña c¸c lo¹i chøng kho¸n S̃n lµ ℑ− P ∗−martingale.

§é ®o x¸c suÊt P ∗ sÏ ®−îc sö dông nh− mét ph−¬ng tiÖn ®Ó ®Þnh gi¸
vµ x©y dùng chiÕn l−îc ®¹t yªu cÇu tµi chÝnh.
Chøng minh. a) Gi¶ sö thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh vµ ®Çy ®ñ, khi ®ã mäi
biÕn ngÉu nhiªnH > 0,ℑN−®o ®−îc ®Òu cã thÓ viÕt d−íi d¹ng VN (Φ) = H,
trong ®ã Φ lµ chiÕn l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh chÊp nhËn ®−îc ®Ó ®¹t
yªu cÇu H. V× Φ lµ chiÕn l−îc tù ®iÒu chØnh tµi chÝnh nªn:

H

S0N
= ṼN (Φ) = V0(Φ) +

N∑

j=1

Φj.∆S̃j.

Nh− vËy nÕu P1, P2 lµ hai x¸c suÊt ®èi víi chóng (S̃) lµ martingale th×
(Ṽn(Φ))0�n�N còng lµ martingale.

Tõ ®ã suy ra
Ei(ṼN (Φ)) = Ei(V0(Φ)) = V0(Φ)

⇔ E1(
H

S0N
) = E2(

H

S0N
),⇔ P1 = P2,

bëi v× víi mäi A ∈ F nÕu chän H = 1A th× P1(A) = E1(H) = E2(H) =
P2(A).
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b) Gi¶ sö thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh nh−ng kh«ng ®Çy ®ñ. Khi ®ã cã
tån t¹i mét biÕn ngÉu nhiªn H � 0 vµ H kh«ng ®¹t ®−îc. KÝ hiÖu L lµ
kh«ng gian c¸c biÕn ngÉu nhiªn d¹ng:

ν0 +

N∑

n=1

ΦnS̃n

víi ν0 lµ F0 ®o ®−îc vµ (Φ1n, ...,Φ
d
n)0�n�N lµ dù b¸o ®−îc.

Theo MÖnh ®Ò 1.1.2 vµ nhËn xÐt 1.3.1 ta cã biÕn
H

S0n
/∈ L.

VËy L lµ kh«ng gian con thùc sù cña kh«ng gian c¸c biÕn ngÉu nhiªn
x¸c ®Þnh trªn (Ω,F). Do ®ã nÕu P ∗ lµ ®é ®o x¸c suÊt t−¬ng ®−¬ng víi P ,
víi P ∗, (S̃n)0�n�N lµ martingale, vµ nÕu ta trang bÞ cho kh«ng gian c¸c
biÕn ngÉu nhiªn mét tÝch v« h−íng (X, Y ) = E∗(XY ) th× cã tån t¹i biÕn
ngÉu nhiªn X �= 0 vµ X ⊥ L. §Æt

P ∗∗({ω}) = (1 +
X(ω)

2‖X‖∞
).P ∗({ω})

trong ®ã ‖X‖∞ = sup
ω∈Ω

|X(ω)|. Khi ®ã P ∗∗ l¹i lµ ®é ®o x¸c suÊt t−¬ng ®−¬ng

víi P ∗ vµ P ∗∗ �= P ∗ v× E∗(X) = 0. H¬n n÷a ta cã E∗∗(
N∑

n−1
Φn∆S̃n) = 0 cho

tÊt c¶ c¸c vÐct¬ ngÉu nhiªn (Φn = (Φ1n, ...,Φ
d
n))0�n�N dù b¸o ®−îc. Suy ra

S̃n lµ P ∗∗−martingale.

1.3.2 §Þnh gi¸ vµ x¸c ®Þnh chiÕn l−îc ®¶m b¶o yªu cÇu tµi chÝnh
trªn thÞ tr−êng ®Çy ®ñ

XÐt mét thÞ tr−êng lµnh m¹nh vµ ®Çy ®ñ, P ∗ lµ ®é ®o x¸c suÊt duy
nhÊt sao cho d−íi P ∗ c¸c gi¸ chøng kho¸n cã chiÕt khÊu lµ c¸c martingale.
Gi¶ sö mét yªu cÇu H � 0 ®−îc x¸c ®Þnh bëi mét biÕn ngÉu nhiªn FN−®o
®−îc vµ Φ lµ chiÕn l−îc chÊp nhËn ®−îc, ®¹t ®−îc yªu cÇu H, tøc lµ
VN (Φ) = H.

D·y (Ṽn(Φ))n�0 lµ mét P ∗−martingale, do ®ã V0(Φ) = E∗(ṼN (Φ)), vµ

v× vËy (Ṽn(Φ) = E∗(
H

S0N
|Fn). Tæng qu¸t h¬n:

Vn(Φ) = S0nE
∗(

H

S0N
|Fn), n = 0÷N. (1.3.1)

Gi¸ trÞ cña chiÕn l−îc Φ ®¹t yªu cÇu H x¸c ®Þnh hoµn toµn bëi H. Vµ
lÏ tù nhiªn ta gäi Vn(Φ) lµ gi¸ trÞ cña quyÒn lùa chän: §ã lµ tµi s¶n cã
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®−îc t¹i thêi ®iÓm n vµ nÕu tu©n theo chiÕn l−îc Φ b¾t ®Çu tõ thêi ®iÓm
n cho phÐp ta t¹o lËp ®−îc mét c¸ch chÝnh x¸c tµi s¶n H t¹i thêi ®iÓm N.

NÕu t¹i thêi ®iÓm 0 nhµ ®Çu t− b¸n quyÒn lùa chän víi gi¸

V0 = E(
H

S0N
),

vµ nÕu tu©n theo chiÕn l−îc Φ th× «ng ta cã thÓ t¹o lËp l¹i tµi s¶n ®· høa
hÑn H t¹i thêi ®iÓm N , tøc lµ «ng ta cã thÓ trang tr¶i hoµn toµn l−îng
chi tr¶ H mµ «ng ta cÇn cã.

NhËn xÐt 1.3.2. CÇn chó ý r»ng viÖc tÝnh gi¸ cÇn thiÕt V0 vµ Vn chØ cÇn
biÕt ®é ®o x¸c suÊt t−¬ng ®−¬ng P ∗ mµ kh«ng cÇn ®Õn ®é ®o kh¸ch quan
P . Nh− vËy ®Ó x¸c ®Þnh Vn vµ chiÕn l−îc Φ ng−êi ta chØ cÇn cã mét kh«ng
gian x¸c suÊt (Ω,F) cã trang bÞ mét bé läc {Fn} tøc lµ chØ cÇn biÕt tÊt c¶
c¸c tr¹ng th¸i cã thÓ cã vµ sù tiÕn triÓn cña tÊt c¶ c¸c th«ng tin sö dông
®−îc theo tiÕn tr×nh thêi gian.

Ngay sau khi kh«ng gian (Ω,F) vµ läc {Fn} ®· ®−îc x¸c ®Þnh ®Ó ®Þnh
gi¸ quyÒn lùa chän ng−êi ta kh«ng cÇn x¸c ®Þnh ®é ®o x¸c suÊt kh¸ch
quan P cña c¸c tr¹ng th¸i kh¸c nhau (®Æc biÖt b»ng ph−¬ng ph¸p thèng
kª). ViÖc nghiªn cøu m« h×nh Cox-Ross-Rubinstein sÏ chØ râ trong thùc
hµnh lµm thÕ nµo ®Ó tÝnh ®−îc gi¸ vµ chiÕn l−îc cña quyÒn lùa chän.

1.3.3 TiÕp cËn ®Çu tiªn vÒ c¸c quyÒn lùa chän lo¹i ch©u Mü

QuyÒn lùa chän ch©u Mü cã thÓ thùc thi t¹i bÊt k× thêi ®iÓm nµo tõ 0
®Õn N . Ta sÏ x¸c ®Þnh nã nh− lµ mét d·y Zn c¸c biÕn ngÉu nhiªn d−¬ng
phï hîp víi läc Fn trong ®ã Zn ®−îc hiÓu nh− lîi Ých khi thùc thi quyÒn
lùa chän t¹i thêi ®iÓm n.

Trong tr−êng hîp quyÒn lùa chän mua lo¹i ch©u Mü ®èi víi chøng
kho¸n thø nhÊt víi gi¸ thùc thi lµ K th× Zn = (S1n − K)+, cßn ®èi víi
quyÒn lùa chän b¸n Zn = (K − S1n)

+. §Ó x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña quyÒn lùa
chän ch©u Mü g¾n víi d·y yªu cÇu {Zn} chóng ta sÏ lý luËn theo c¸ch
quy n¹p lïi b¾t ®Çu t¹i thêi ®iÓm cuèi N . Râ rµng r»ng gi¸ trÞ cña quyÒn
lùa chän t¹i thêi ®iÓm N lµ UN = ZN . Víi gi¸ trÞ nµo ta sÏ b¸n quyÒn
lùa chän t¹i thêi ®iÓm N − 1? NÕu ng−êi mua thùc thi ngay «ng ta sÏ cã
mét kho¶n ZN−1, nÕu kh«ng «ng ta sÏ thùc thi t¹i thêi ®iÓm N vµ ng−êi
b¸n ph¶i s½n sµng tr¶ mét kho¶n ZN ë thêi ®iÓm N . V× vËy ng−êi b¸n
cÇn ph¶i dù tr÷ mét kho¶n Ýt nhÊt b»ng ZN−1 t¹i thêi ®iÓm N − 1 vµ
kho¶n ®ã cho phÐp ng−êi ®ã cã thÓ xoay së ®−îc mét kho¶n ZN t¹i thêi
®iÓm N . Kho¶n cÇn cã s½n t¹i thêi ®iÓm N − 1 cho phÐp nhËn ®−îc mét
kho¶n ZN t¹i thêi ®iÓm N chÝnh lµ gi¸ trÞ cña chiÕn l−îc chÊp nhËn ®−îc
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t¹i thêi ®iÓm N − 1 víi gi¸ cuèi cïng lµ ZN , ®¹i l−îng ®ã cÇn ph¶i b»ng

S0N−1E
∗(Z̃N |FN−1) víi Z̃N =

ZN

S0N
. V× vËy lÏ tù nhiªn lÊy gi¸ trÞ:

UN−1 = max(ZN−1, S
0
N−1E(Z̃N |FN−1))

lµm gi¸ trÞ cña quyÒn lùa chän ch©u Mü t¹i thêi ®iÓm N−1. B»ng ph−¬ng
ph¸p quy n¹p lïi tõng b−íc ta cã thÓ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña quyÒn lùa chän
lo¹i ch©u Mü t¹i thêi ®iÓm n ∈ {1÷N} bëi:

Un−1 = max(Zn−1, S
0
n−1.E(

Un

S0n
|Fn−1)). (1.3.2)

Trong tr−êng hîp S0n lµ tµi kho¶n ng©n hµng víi l·i xuÊt r ta cã:

S0n = (1 + r)n.

Khi ®ã:
Un−1 = max(Zn−1.

1

1 + r
E∗(Un|Fn−1)).

Gi¶ sö Ũn =
Un

S0n
lµ gi¸ trÞ chiÕt khÊu cña quyÒn lùa chän lo¹i

ch©u Mü.

MÖnh ®Ò 1.3.1. D·y (Ũn)0�n�N lµ P ∗−martingale trªn, ®ã chÝnh lµ P ∗−
martingale trªn bÐ nhÊt v−ît tréi d·y {Z̃n}0�n�N .

Chó ý r»ng kh¸c víi tr−êng hîp quyÒn lùa chän ch©u ¢u, gi¸ trÞ chiÕt
khÊu cña quyÒn lùa chän lo¹i ch©u Mü kh«ng ph¶i lµ mét P ∗−martingale.

Chøng minh. Tõ hÖ thøc Ũn−1 = max(Z̃n−1, E∗(Ũn|Fn−1)) ta cã Ũn−1 lµ
martingale trªn vµ Ũn−1 � Z̃n−1. Gi¶ sö {T̃n}0�n�N lµ mét martingale
trªn vµ T̃n � Z̃n ∀n = 0÷N . VËy T̃N � ŨN (v× Z̃N = ŨN ) vµ nÕu T̃n � Ũn

ta còng cã:
T̃n−1 � E∗(T̃n|Fn−1) � E∗(Ũn|Fn−1).

V× vËy
T̃n−1 � max(Z̃n−1, E

∗(Ũn|Fn−1)) = Ũn−1.

Nh− vËy {T̃n}0�n�N v−ît tréi {Ũn}0�n�N theo ph−¬ng ph¸p quy n¹p.

1.4 M« h×nh Cox-Ross-Rubinstein

M« h×nh Cox-Ross-Rubinstein lµ mét kiÓu rêi r¹c cña m« h×nh Black-
Scholes (mµ ta sÏ nghiªn cøu vÒ sau). Trong m« h×nh nµy chØ cã mét
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chøng kho¸n rñi ro víi gi¸ lµ Sn t¹i thêi ®iÓm n, 0 � n � N vµ mét chøng
kho¸n kh«ng cã rñi ro víi l·i suÊt lµ r trong mét thêi kú S0n = (1 + r)n.
Ta gi¶ thiÕt r»ng sù tiÕn triÓn cña chøng kho¸n cã rñi ro gi÷a hai thêi
kú liªn tiÕp víi sù biÕn ®æi gi¸ lµ a vµ b, −1 < a < b

Sn+1 =

{
Sn(1 + a), hoÆc

Sn(1 + b), gi¸ trÞ ban ®Çu S0 ®· cho.

Kh«ng gian gi¸ trÞ cña Sn chÝnh lµ Ω = {1 + a; 1 + b}N víi mçi bé N
gi¸ trÞ biÓu diÔn c¸c gi¸ trÞ liªn tiÕp cña tØ sè Sn+1/Sn, n = 0, ..., N − 1.

§Æt F0 = {∅,Ω} vµ F lµ c¸c σ−®¹i sè c¸c tËp con cña Ω, Fn =
σ(S1, ..., Sn), n = 1 ÷ N lµ σ−®¹i sè c¸c tËp con cña Ω c¶m sinh bëi
S1, ..., Sn, P lµ ®é ®o x¸c suÊt trªn (Ω,F) sao cho P ({ω}) > 0.

§Æt Tn = Sn/Sn−1(n = 1÷N). NÕu (x1, ..., xN ) ∈ Ω, ta ®Æt:

P{(x1, ...xn)} = P{(T1 = x1, ...Tn = xn)}.

ViÖc biÕt P t−¬ng ®−¬ng víi viÖc biÕt luËt ph©n bè cña T1, ..., TN . CÇn chó
ý r»ng Fn = σ(T1, ...Tn). Ta cã c¸c kÕt qu¶ sau:

1. Gi¸ chiÕt khÊu {S̃n = Sn/S
0
n}0�n�N lµ mét martingale d−íi P khi

vµ chØ khi
E(Tn+1|Fn) = 1 + r,∀n ∈ {0, ..., N − 1}.

ThËt vËy ta cã:

E(S̃n+1|Fn) = S̃n (do S̃n lµ martingale).

⇔ E(S̃n+1/S̃n|Fn) = 1

⇔ E(Sn+1/Sn|Fn) = 1 + r

⇔ E(Tn+1|Fn) = 1 + r.

2. Tõ hÖ thøc trªn suy ra r»ng ®Ó cho thÞ tr−êng (S0n, S
0
n) lµ lµnh

m¹nh ®iÒu kiÖn cÇn lµ r ∈ (a, b).

ThËy vËy nÕu thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh th× ∃P ∗ ∼ P d−íi P ∗, {S̃n} lµ
Fn−martingale. Theo kÕt qu¶ 1 ta cã E∗(Tn+1|Fn) = 1 + r,
⇒ E∗(Tn+1) = 1 + r. V× Tn+1 ∈ {1 + a, 1 + b} (theo gi¶ thiÕt) chØ lÊy hai
gi¸ trÞ víi c¸c x¸c suÊt d−¬ng nªn 1 + r ∈ (1 + a, 1 + b) hoÆc r ∈ (a, b).

3. VÝ dô vÒ t×nh huèng c¬ lîi khi ®iÒu kiÖn trong kÕt qu¶ 2 kh«ng
®−îc thùc hiÖn.

Gi¶ sö r � a. NÕu vay mét kho¶n S0 t¹i thêi ®iÓm 0 vµ mua mét
chøng kho¸n cã rñi ro. T¹i thêi ®iÓm N nhµ ®Çu t− tr¶ nî sau khi b¸n
chøng kho¸n ®ang gi÷ th× anh ta thu ®−îc kho¶n lîi lµ SN − S0(1 + r)N

lu«n lu«n � 0 v× SN � S0(1 + r)n vµ hiÖu ®ã lµ > 0 víi x¸c suÊt d−¬ng.
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VËy ta cã t×nh huèng c¬ lîi. Khi r � b ta vay chøng kho¸n vµ b¸n ®i ®Ó
®Çu t− vµo S0n ta ®−îc S0(1 + r)N − SN � 0.

4. Gi¶ thiÕt r»ng r ∈ (a, b). §Æt p =
(b− r)

(b− a)
.{S̃n} lµ martingale ®èi víi

P khi vµ chØ khi c¸c biÕn ngÉu nhiªn T1, ..., TN lµ ®éc lËp cïng ph©n bè
víi ph©n bè chung lµ:

P (T1 = 1 + a) = p = 1− P (T1 = 1 + b).

Tõ ®ã suy ra khi r ∈ (a, b) thÞ tr−êng (S0n, Sn) lµ thÞ tr−êng ®Çy ®ñ vµ
lµnh m¹nh.

ThËt vËy, nÕu Ti lµ ®éc lËp vµ

P (Ti = 1 + a) = p = 1− P (Ti = 1 + b),

ta cã:

E(Tn+1|Fn) = E(Tn+1) = p(1 + a) + (1− p)(1 + b) = 1 + r.

VËy {S̃n} lµ Fn−martigale d−íi P (theo kÕt qu¶ 1).
Ng−îc l¹i, nÕu víi n = 0÷N − 1 ta cã E(Tn+1|Fn) = 1+ r th× ta cã thÓ

viÕt:

(1 + a)E(1(Tn+1=1+a)|Fn) + (1 + b)E(1(Tn+1=1+b)|Fn) = r + 1

víi
E(1(Tn+1=1+a)|Fn) + E(1(Tn+1=1+b)|Fn) = 1.

Ta suy ra:

E(1(Tn+1=1+a)|Fn) = p vµE(1(Tn+1=1+b)|Fn) = 1− p.

B»ng c¸ch quy n¹p lïi ta cã:

P (T1 = x1, ..., Tn = xn) =
n∏

i=1

pi

trong ®ã pi = p nÕu xi = 1 + a; pi = 1− p nÕu xi = 1 + b.
§iÒu ®ã chøng tá r»ng T1, ..., TN lµ ®éc lËp vµ cïng ph©n bè x¸c suÊt

P x¸c ®Þnh bëi P (Ti = 1+ a) = p = 1−P (Ti = 1− b). §ã lµ ®é ®o x¸c suÊt
duy nhÊt víi nã {S̃n} lµ martigale. VËy thÞ tr−êng lµ lµnh m¹nh vµ ®Çy
®ñ.

5. Ta ký hiÖu Cn (t−¬ng øng Pn) lµ gi¸ trÞ t¹i thêi ®iÓm n cña quyÒn
lùa chän mua (t−¬ng øng b¸n) lo¹i ch©u ¢u víi gi¸ trÞ thùc thi t¹i thêi
®iÓm N lµ K. Ta cã kÕt qu¶ sau:
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a)

Cn − Pn = Sn −K(1 + r)−(N−n). (1.4.1)

ThËt vËy ký hiÖu E∗ lµ kú väng to¸n øng víi ®é ®o x¸c suÊt P ∗ víi nã
(S̃n) lµ martigale. Ta cã:

Cn − Pn = (1 + r)−(N−n)E∗((SN −K)+ − (K − SN )+|Fn)

= (1 + r)−(N−n)E∗((SN −K|Fn)

= Sn −K(1 + r)−(N−n).

§¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ S̃n = Sn/(1 + r)n lµ P ∗−martingale.
b) Cn cã thÓ viÕt d−íi d¹ng Cn = c(n, Sn) trong ®ã C lµ hµm cña n, Sn

víi c¸c tham sè K,a, b, r, p. ThËt vËy, ta cã thÓ viÕt

SN = S0

N∏

i=1

Ti

do ®ã:

Cn = (1 + r)−(N−n)E∗



(
Sn

N∏

i=n+1

Ti −K

)+ ∣∣∣Fn


 .

V× d−íi P ∗ c¸c Tn+1, ..., TN ®éc lËp víi Fn vµ Sn lµ Fn ®o ®−îc nªn:

Cn = (1 + r)−(N−n)SnE
∗
(

N∏

i=n+1

Ti −
K

Sn

)+
víi Sn ® cho.

H¬n n÷a:

C(n, x)(1 + r)N−n = E∗
(
x.

N∏

i=n+1

Ti −K

)+
,

do ®ã

C(n, x) = (1 + r)−(N−n) ×

×
N−n∑

j=0

Cj
N−np

j(1− p)N−n−j(x(1 + a)j(1 + b)N−n−j −K)+. (1.4.2)

6. ChiÕn l−îc ®¹t môc tiªu cña quyÒn lùa chän mua ®−îc x¸c ®Þnh bëi
Φn = ∆(n, Sn−1) trong ®ã ∆ lµ hµm ®−îc x¸c ®Þnh d−íi ®©y. ThËt vËy:
Ký hiÖu Φ0n lµ l−îng chøng kho¸n kh«ng rñi ro gi÷ t¹i thêi ®iÓm n, ta cã:

Φ0n(1 + r)n +ΦnSn = c(n, Sn)
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V× Φ0n vµ Φn lµ Fn−1 ®o ®−îc nªn chóng lµ hµm cña S1, ..., Sn−1 vµ Sn lÊy
c¸c gi¸ trÞ Sn−1(1 + a) hoÆc Sn−1(1 + b). Tõ hÖ thøc trªn ta cã:

Φ0n(1 + r)n +ΦnSn(1 + a) = c(n, Sn−1(1 + a))

Φ0n(1 + r)n +ΦnSn(1 + b) = c(n, Sn−1(1 + b))

Trõ hai vÕ cho nhau ta ®−îc:

Φn = ∆(n, Sn−1) :=
c(n, Sn−1(1 + b))− c(n, Sn−1(1 + a))

Sn−1(b− a)
(1.4.3)

Sau ®ã:
Φ0n = [c(n, Sn)− ΦnSn](1 + r)−n.

7. B©y giê ta cã thÓ sö dông m« h×nh ®ã ®Ó ®Þnh gi¸ quyÒn lùa chän
mua hoÆc b¸n t¹i thêi ®iÓm T trªn mét chøng kho¸n. Chia [0, T ] thµnh

N kho¶ng cã ®é dµi b»ng nhau vµ b»ng
T

N
. Gi¶ sö khi N →∞ c¸c ®iÒu

kiÖn sau ®−îc tháa m·n:

r =
RT

N
; log

{
(1 + a)

(1 + r)

}
= − σ√

N
; log

{
(1 + b)

(1 + r)

}
=

σ√
N
, (a < r < b)

Sè thùc R ®−îc coi nh− l·i suÊt tøc thêi gi÷a c¸c thêi ®iÓm 0 vµ T .
V× eRT = lim

N→∞
(1+ r)N vµ σ2 ®−îc coi nh− ph−¬ng sai giíi h¹n víi x¸c

suÊt P ∗ khi N →∞ vµ SN lµ gi¸ trÞ cña chøng kho¸n t¹i thêi ®iÓm T.
a) NÕu (YN )N>1 lµ d·y c¸c biÕn ngÉu nhiªn d¹ng

YN = XN
1 +XN

2 + ...+XN
N

sao cho víi mçi N c¸c biÕn XN
1 , ...,X

N
N lµ ®éc lËp cïng ph©n bè víi gi¸ trÞ

(− σ√
N
,
σ√
N

) víi gi¸ trÞ trung b×nh µN sao cho NµN → µ. Khi ®ã YN héi

tô theo ph©n bè ®Õn biÕn ngÉu nhiªn cã ph©n bè chuÈn N(µ, σ2). ThËt
vËy: Cã

ΦYN (u) = E(eiuYN ) =

[
e
−iu σ√

N p+ e
iu σ√

N (1− p)

]N

t−¬ng ®−¬ng víi

lnΦYN (u) = N ln

[
e
−iu σ√

N p+ e
iu σ√

N q

]
.
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Mµ

e
−iu σ√

N = 1− iu
σ√
N
− 1

2
u2
σ2

N
+ 0

(
σ2

N

)
,

e
iu σ√

N = 1 + iu
σ√
N
− 1

2
u2
σ2

N
+ 0

(
σ2

N

)

nªn

pe
−iu σ√

N + qe
iu σ√

N = 1 + iu

(
− σ√

N
p+

σ√
N
q

)
− 1

2
u2
σ2

N
+ 0

(
σ2

N

)
.

Tõ ®ã

lnΦYN (u) = N ln

(
1 + iuµN −

1

2
u2
σ2

N
+ 0

(
σ2

N

))

= N

(
iuµN −

1

2
u2
σ2

N
+ 0

(
σ2

N

)
− u2µ2N + 0

(
σ2

N

))

= iu(NµN )− 1

2
u2σ2 + u2(NµN )µN + 0(1).

Suy ra

lim
N→∞

ln ΦYN (u) = iuµ− 1

2
u2σ2

hay

ΦYN (u)→ eiuµ−
1

2
u2σ2 .

b) Gi¸ trÞ giíi h¹n cña C0 vµ P0.
Cho N x¸c ®Þnh ta cã:

P
(N)
0 = (1 +RT/N)−NE∗(K − S0

N∏

i=1

Tn)
+

= E∗((1 +RT/N)−NK − S0e
YN )+

víi

YN =

N∑

n=1

log(Tn/(1 + r)).

Víi gi¶ thiÕt ®· nªu ta cã

XN
k := log(Tk/(1 + r)) ∈

{
− σ/

√
N ; σ/

√
N

}



34 Ch−¬ng 2. Bµi to¸n dõng tèi −u

lµ ®éc lËp, cïng ph©n bè ®èi víi ®é ®o x¸c suÊt P ∗. H¬n n÷a ta cã:

E∗(XN
j ) = (1− 2p)

σ√
N

=
2− eσ/

√
N − e−σ/

√
N

eσ/
√
N − e−σ/

√
N

.
σ√
N

:= µN

vµNµN → −σ2/2.
VËy (Y ) lµ d·y ®· chØ ra trong 7.a) víi µ = −σ2/2.

§Æt Ψ(y) = (Ke−RT − S0e
y)+ ta cã:

|P (N)0 − E∗(Ψ(YN ))| =
∣∣∣E∗[(1 + RT

N
)−N ((K − S0e

YN ))+ −

− (Ke−RT − S0e
YN )]+

∣∣∣

� K|(1 + RT

N
)−N − e−RT | → 0.

V× vËy:

lim
N→∞

P
(N)
0 = lim

N→∞
− 1√

2π

∫ +∞

−∞

(
Ke−RT − S0e

−σ2

2
+σy

)+
e−

y2

2 dy

= Ke−RTN(−d2)− S0N(−d1)

trong ®ã:

d1 =
log
( x
K

)
+RT +

σ2

2
σ

; d2 = d1 − σ,

N(d) =
1√
2π

∫ d

−∞
e
−t2dt
2 .

§èi víi quyÒn lùa chän mua, sö dông hÖ thøc “cÆp ®«i” (xem 1.4.1) ta cã

lim
N→∞

CN
0 = S0N(d1)−Ke−RTN(d2).


